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1 Théorie des Groupes

1.1 Rappels
1.1.1 Relations d’équivalence et ensembles quotients

Définition 1.1.1.1. Soit X un ensemble.
(i) Une relation d’équivalence sur X est une relation binaire R sur X vérifiant les propriétés suivantes :

o R est réflexive : (Vz € X) xRz,

o R est symétrique : (Vx,y € X) 2Ry = yRz;

o R est transitive : (Vz,y,z € X) (xRy et yRz) = zRz.
(ii) La classe d’équivalence de x € X est alors [z] = {y € X; aRy}. C’est une partie de X et si x1, 22 € X,
alors on a [z1] = [x2] ou [x1] N [z2] = @ : les classes d’équivalence forment une partition de X. Cette partition
détermine entiérement R : on a xRy < [z] = [y].
(iii) L’ensemble quotient X /R est la partie de P(X) constituée des classes d’équivalence. Si A € X /R, alors
A = [x] pour tout x € A. Un tel élément x s’appelle un représentant de A.

Exemple 1.1.1.2. Soit f: X — Y une application. On définit une relation d’équivalence R sur X en posant
1R sxe < f(x1) = f(x2). Par définition, les classes d’équivalence sont les pré-images non vides des singletons

i.e.pour y € f(X) < Y,ona[y] = f1(y).

Définition 1.1.1.3. Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble X, on dispose de la surjection canonique :

mr: X > X/R

x — [z]

Un systéme complet de représentants est une partie T < X telle que la restriction de mr & T induise une
bijection T X /R. Cela signifie que pour tout A € X /R, il existe un unique t € T tel que A = [t] i.e. tel que ¢
soit un représentant de A. Dans ce cas, tout élément de X est équivalent & un unique élément de T

Remarque 1.1.1.4. Si on accepte 'axiome du choix, il existe toujours un systéme de représentants.

Proposition 1.1.1.5 (PROPRIETE UNIVERSELLE). Soient R une relation d’équivalence sur un ensemble X et
f:+ X — Y une application. Supposons que z1Rxs = f(z1) = f(x2). Il existe alors une unique application
f: X/R > Y telle que f = fong.

Démonstration. Pour l'existence, il suffit de vérifier que f(z) ne dépend pas du choix de x € A, ce qui résulte
précisément de I'hypothése sur f. Si A € X/R, il existe z € X tel que A = [z] = 7 (2), donc f(A) = f(rr(z)) =
f(x), d’ot l'unicité de lapplication fw O

Corollaire 1.1.1.6 (DECOMPOSITION CANONIQUE D’UNE APPLICATION). Soit f: X — Y une application. I
existe une unique application f: X/R; — f(X) telle que f = 1o fomg, ot ¢: f(X) — Y est 'inclusion.
L’application fNest alors bijective.

x— 71 Ly

X/Ry (X)

[y

Démonstration. L’application f se factorise uniquement en f = tog ou g: X — f(X) est surjective. La
proposition précédente appliquée & R = R fournit alors une unique application f: X/R; — f(X) telle que

f=toformg,. Siz,ze€ X sont tels que f([z1]) = F([z2]), alors f(x1) = f(a2) i.e. 1R xe, dot [21] = [z2],
ce qui montre que fest injective. Elle est de plus surjective parce que g ’est. O

1.1.2 Groupes : définitions et propriétés de base

Définition 1.1.2.1. Un groupe est un couple (G,#) ou G est un ensemble et *: G x G — G est une loi de
composition interne, vérifiant les conditions suivantes :

(i) (Vo,y,2€ G) (z+y)*xz =z = (y*2); (associativité)

(ii) il existe un élément e € G tel que : (VY € G) exx = x * e = x; (élément neutre)

(iii) pour tout x € G, il existe un élément =’ € G tel que : x x 2’ = 2/ x & = e. (inverse)

On dit que G est abélien (ou commutatif) lorsque : (Va,y € G) x *y = y = x.
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Remarque 1.1.2.2. (1) L’élément neutre est unique. L’inverse d’un élément est unique. (exercice)

(2) Dans la pratique, on parle du groupe G en omettant la loi * dans la notation.

(3) En général, on note la loi multiplicativement : si ,y € G, on note souvent xy ou x x y pour z * y. L’inverse
de x est souvent noté z 1.

(4) Lorsque le groupe est abélien, la loi est souvent notée additivement, 1’élément neutre 0 et 'inverse de z est

donné par I'élément —x.

Exemple 1.1.2.3. On a (Z,+), (Z/nZ,+) pour n € N, (6x,0) des permutations d’un ensemble X, GL(V') ou
V est un espace vectoriel, d’innombrables exemples en géométrie.

Définition 1.1.2.4. Comme pour toute « structure algébrique », on a les notions suivantes :
(i) un morphisme entre deux groupes (G, =) et (G', o) est une application f: G — G’ telle que :

(Vz,ye G) flrxy) = f(z)e f(y)

(on a alors : (Vx e G) f(z7!) = f(x)~! et f(eg) = ec est I'élément neutre) ;

(ii) un sous-groupe de G est une partie H < G telle que l'inclusion soit un morphisme de groupes (on note
alors H < (). On dit qu’un sous-groupe H < G est distingué (ou normal) lorsque : (Vo € G) vH = Hz. Clest
automatique lorsque G est abélien. On note alors H < G ;

(iii) le noyau (resp. 'image) d’un morphisme de groupes f: G — G’ est Ker(f) = f~1(eq/) (resp. Im(f) = f(QG)).
C’est un sous-groupe distingué de G (resp. un sous-groupe de G').

Proposition 1.1.2.5. Soient G un groupe et H c G. L’ensemble H est un sous-groupe de G si et seulement si
H#oet(z,ye H=zy e H).

Démonstration. e Supposons H < G, alors e € H, d’ott H # @. Soit 2,y € H. Comme y € H, alors y~! € H,
donc 2y~' € H.

e Supposons que H # @ et pour x,y € H, xy~' € H. Il contient un élément x, donc zz~' = e € H. De plus, en
appliquant notre hypothése de départ, on obtient ey~ = y~! € H. Enfin, 2(y~!)~! = 2y € H. Les axiomes de
sous-groupes sont donc vérifiés et H est bien un sous-groupe de G. O

Exemple 1.1.2.6. Les sous-groupes de Z sont les parties de la forme nZ avec n € N.

Corollaire 1.1.2.7. Si G est un groupe et (H;);c; une famille de sous-groupes de G, alors () H; est un sous-

iel
groupe de G.
Démonstration. 1l est clair que e € H; pour tout ¢ € I, donc e € (| H;. Soit x,y € (| H;. En particulier, xz,y € H;
iel iel
pour tout i € I. Comme H; < G, on a xy~' € H;. C’est vrai pour tout i € I, donc ay~! € [ H;. O

iel
Définition 1.1.2.8. Soit G un groupe et X c G une partie. Le sous-groupe de G engendré par X est le plus

petit sous-groupe de G qui contient X. Ce n’est autre que l'intersection de tous les sous-groupes de G qui
contiennent X. On le note (X).

Sionpose & ={H <G; X c H},onaalors (X)= () H.
Heé&

Exemple 1.1.2.9. On a (2,3) = Z dans (Z, +) et {(1,2),(1,2,3)) = &3 dans (S3,0).

Définition 1.1.2.10. L’ordre d’un groupe G est son cardinal. Si g € G, U'ordre de g est 'ordre du sous-groupe
engendré (g) = {g"; n € Z}. Cest aussi le plus petit entier n € N+ tel que g" = e, ou +00 si un tel entier
n’existe pas.

Proposition 1.1.2.11. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

(i) L’image directe d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de G'. En particulier, Im(f) est un sous-groupe
de G'.

(ii) L'image réciproque f~*(H') d'un sous-groupe H’ < G’ dans G est un sous-groupe de G. Il est distingué
dans G lorsque H' est distingué dans G’.

(iii) L’application f est injective si et seulement si Ker(f) = {eg}.

(iv) Si f est bijective, alors Papplication f~!: G’ — G est un morphisme de groupes (et f est un isomorphisme
de groupes).
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Démonstration. (1) Soit H < G. Posons f(H) = {f(x); « € H}. Soient y1,y2 € f(H), il existe z1,29 € H tel
que f(x1) =y1 et f(z2) = y2. On a alors :

yiys ' = fla) f(m2) ™t = faayh)

et 125" € H puisque H < G. On en déduit donc que y1y5 ' € f(H). Pour montrer que Im(f) < &, il suffit de
poser H = G.
(ii) Soient z1, 79 € f~1(H'). On a alors f(z1), f(x2) € H' et comme H' < G’ :

f@1)f(x2) ™" = flanay ') e H

d’out z125 " € f~1(H'). Montrons maintenant que f~'(H') < G. Soit he f~'(H') et g€ G. On a f(h) € H' et

flghg™") = F(g)f(R) f(g)~"

alors comme H' < G’, on a f(ghg™') e H' i.e. ghg=t € f~1(H').
(iii) Supposons f injective. Si x € Ker(f), alors f(z) = eqr = f(eg), d’ott = eq et par suite, Ker(f) = {eq}.
Réciproquement, supposons Ker(f) = {eg}. Soient z,2’ € G tel que f(z) = f(2’). On a :

eqr = f(x)7 f(2') = fa™"a)

i.e. 272" € Ker(f). En outre,

Ker(f) ={eq} =o' =eq = x =1
d’ou l'injectivité de f.
(iv) Par définition, f admet une application réciproque f~!. Soient y1,y2 € G’, posons z = f~(y12). On a
donc f(x) = y1y2. De plus, il existe 21, x5 € G uniques tel que y; = f(x1) et yo = f(z2). Comme f est bijective,
elle est injective, donc o = xy5. Or, 21 = f~1(y1) et z2 = f~(y2), donc

F y2) = 1 w0 (we)-
L’application f~!': G’ — G est donc un morphisme de groupes. O

Remarque 1.1.2.12. (1) Si H < G est un sous-groupe distingué, I'image directe f(H) n’est pas distinguée dans
G’ en général.

(2) On retrouve le fait que Ker(f) = f~!(eg’) est un sous-groupe distingué de G.

(3) Lorsque H n’est pas distingué dans G, les relations d’équivalence (et donc les partitions) associées ne
coincident pas.

Définition 1.1.2.13. Les automorphismes d’un groupe G sont les isomorphismes de G dans lui-méme. Ils forment
un groupe pour la composition, qu’on note Aut(G).

On peut raffiner la proposition 1.1.2.11 de la fagon suivante.

Proposition 1.1.2.14. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes. L’application H — f(H) induit une bijection
de l'ensemble des sous-groupes de G qui contiennent Ker(f) et ensemble des sous-groupes de Im(f) i.e.

{H <G; Ker(f) c H} S>{H' < G'; H <Im(f)}.

Démonstration. e D’aprés la proposition 1.1.2.11, I’application est bien définie. Si H < G est un sous-groupe
de G tel que Ker(f) = H, on a bien str H = f~1(f(H)). Sige f~*(f(H)),on a f(g) € f(H) : il existe h € H
tel que f(g) = f(h), i.e. f(gh™') = eqr, soit gh™! € Ker(f) < H et donc g € hH = H. Cela montre que
FAH) = B

e Si maintenant H' est un sous-groupe de Im(f), posons H = f~1(H’) : c¢’est un sous-groupe de G qui contient
Ker(f). On a f(H) < H'. Réciproquement, si v € H', il existe g € G tel que v = f(g) (parce que H' < Im(f))
et comme f(g) € H', on a g € H, de sorte que v € f(H). Cela montre que f(f~1(H')) = H'.

e On a donc montré que 'application H — f(H) induit une bijection de I'ensemble des sous-groupes de G qui
contiennent Ker(f) et I’ensemble des sous-groupes de Im(f). En particulier, on a donc montré que 'application
réciproque est H' — f~1(H'). O
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1.1.3 Classes modulo un sous-groupe

Définition 1.1.3.1. Soient G un groupe et H < G un sous-groupe. On définit une relation d’équivalence sur G
en posant : g1RHg2 < g7 19y € H. Les classes d’équivalence sont les classes d gauche modulo H : ce sont les
parties de la forme gH. Elles forment une partition de G. On définit de fagon analogue les classes a droite. On
note G/H (resp. H\G) 'ensemble des classes a gauche (resp. & droite).

Remarque 1.1.3.2. (1) Dans la pratique, on note g la classe gH, lorsque cela ne préte pas a confusion.
(2) Si G est un groupe et H un sous-groupe de G, on a l’équivalence « g1 H = g, H < Hgf1 = Hg;1 », pour
tous g1, g2 € G. Cela implique que I'application gH — Hg~! induit une bijection de I’ensemble G/H sur H\G.

Définition 1.1.3.3. Soient G un groupe et H < G un sous-groupe. L’indice de H dans G est le cardinal
de l'ensemble quotient G/H (et donc aussi celui de H\G en vertu de la remarque qui précéde). On le note
(G: H)e Nu{wn}.

Théoréme 1.1.3.4 (LAGRANGE). Si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, alors
#G = (G: H)#H.
On a donc #H | #G. En particulier, Pordre d’un élément g € G divise #G.

Démonstration. Les classes a gauche modulo H forment une partition : G = | | gH (ou T est un systéme
geT

complet de représentants de G/H). Comme #gH = #H pour tout g € T, on a #G = #T#H = (G : H)#H
(puisqu’on a une bijection 7= G/H et donc #T = #G/H = (G : H)). La derniére assertion correspond au cas
H =g). O

Remarque 1.1.3.5. Il faut prendre garde que le théoréme de Lagrange ne dit pas que réciproquement, si d est
un diviseur de #G, alors G contient un sous-groupe ou un élément d’ordre d. Par exemple, le groupe alterné
2, est d’ordre 12, mais ne contient pas de sous-groupe d’ordre 6. Cela dit, on verra plus loin des réciproques
partielles : le théoréme de Cauchy et les théorémes de Sylow.

Proposition 1.1.3.6. Soit G un groupe. Les relations d’équivalence sur G qui sont compatibles avec la loi de
groupe sont les relations modulo un sous-groupe distingué.

Démonstration. Soit R une relation d’équivalence sur G. Notons H la classe d’équivalence de ’élément neutre
et m: G —> G/R la surjection canonique. Supposons R compatible & la loi de groupe : cela implique que si
21,z € G, la classe [x122] ne dépend que des classes [z1] et [x2], donc pas des représentants 21 et xo. On peut
donc poser [z1] - [z2] = [z122]. Cela munit ’ensemble quotient d’une loi de composition interne et les axiomes
de groupe « passent au quotient » : c’est une loi de groupe sur G/R. En outre, l'égalité [x1] - [x2] = [z122]
peut s’écrire 7(x1) - w(x2) = w(x122) : la surjection canonique est un morphisme de groupes. Cela implique que
H = Ker(7) est un sous-groupe distingué de G. Si g1, g2 € G, on a alors

91Rg2 = m(g1) = m(g2) < g1 'go € Ker(m) = H
ce qui montre que R coincide avec la relation modulo H (& gauche ou a droite, ¢’est la méme chose). O

Ce qui précéde montre en particulier que si H est distingué dans G, 'ensemble quotient G/H est naturelle-
ment muni d’une structure de groupe. La loi de groupe est la suivante : si g1,92 € G, on a (91 H)(g2H) = g192H
et (gH)™! = g71H (I'¢élément neutre est la classe « triviale » eH = H).

Exemple 1.1.3.7. Sin € N, on dispose du groupe quotient Z /n Z.

Corollaire 1.1.3.8 (PROPRIETE UNIVERSELLE : CAS DES GROUPES). Soient f: G — G’ un morphisme de
groupes et H < G un sous-groupe distingué tel que H < Ker(f). Il existe alors un morphisme de groupes
f: G/H — G’ unique tel que f = fom, ou m: G — G/H est la surjection canonique.

¢ o

e
ﬂJ/ e
Pl
S f

G/H

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 1.1.1.5. O
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Exemple 1.1.3.9. (1) Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, alors f induit un isomorphisme :
G/ Ker(f) = Im(f).

Lorsque G est fini, cela implique en particulier que (G : Ker(f)) = #Im(f) et donc #G = # Ker(f)# Im(f),
égalité qui n’est pas sans rappeler le théoréme du rang.
(2) Rappelons que le centre d’un groupe G est le sous-groupe

Z(G) ={ge G; (Vx € G) gz = zg}.
Si g € G, posons :

pg: G— G

x — grg~t
On a . = ldg et g4, = @g, © g, pOUr tous g1,g2 € G. Cela implique que ¢, € Aut(G) et <p;1 = g1
pour tout g € G. En outre, 'application ¢: G — Aut(G) est un morphisme de groupes. Par définition, on a
Z(G) = Ker(p). En passant au quotient, le morphisme ¢ induit un morphisme de groupes injectif

G/Z(G) — Aut(G).

On note Int(G) son image : ses éléments s’appellent les automorphismes intérieurs de G. On a alors un isomor-
phisme

G/Z(G) > Int(G).
En général, 'inclusion Int(G) < Aut(G) est stricte.

Théoréme 1.1.3.10 (D’ISOMORPHISME). Soit G un groupe.

(i) Si H < G et N< G, alors HN = {hn}pen est un sous-groupe de G. De plus, N n H < H et on a un
neN

isomorphisme : ©
H/(NnH)>HN/N.

(ii) Soient H et K deux sous-groupes distingués de G. Si K < H, alors H/K < G/K et on a un isomorphisme :
(G/K)/(H/K)—> G/H.

Démonstration. (1) On a HN # @ puisque e € HN. Pour g1,g2 € HN, écrivons g1 = hiny et go = hang avec
hi,hs € H et ny,ny € N. On a alors

9195 " = hany(hano) ™" = haniny 'hy ' = hy(hy "ho)nang 'hy
= (hihy ) (honiny*hy') e HN

puisque n1n2_1 € N, donc hy (nlngl)hg_l € N vu que N < G, ce qui prouve que HN est un sous-groupe de G.
Il est clair que H < HN et N < HN et comme N <G, alors N << HN. On dispose de l'inclusion i: H - HN
et de la surjection canonique w: HN — HN/N. Le composé 7 o i est surjectif : si h € H et n € N, on a
(hn)N = hN = m(i(h)). Par ailleurs, on a Ker(roi) = {h € H; w(i(h)) = N} = {he€ H; hN = N}. Finalement,
on a Ker(moi)={he H; he N} = N n H et par définition du noyau, N n H < H. En passant au quotient, le
morphisme 7 o i induit un isomorphisme H/(N n H) > HN/N.

(ii) Comme K < H, la surjection canonique 7y : G — G/H se factorise en un morphisme surjectif 7y x: G/K —
G/H. On a Ker(ry k) = H/K, ce qui montre que H/K < G/K et en passant au quotient, 7y x induit un
isomorphisme (G/K)/(H/K)—> G/H. O

Proposition 1.1.3.11. Soit n € N+(. Pour tout diviseur d de n, il existe un seul sous-groupe d’ordre d dans
Z /nZ : c’est le sous-groupe engendré par 7.

Démonstration. On dispose de la surjection canonique w: Z — Z /nZ. Les sous-groupes de Z /nZ sont pré-
cisément les parties de la forme 7(H) ot H est un sous-groupe de Z contenant Ker(m) = nZ (c¢f. proposition
1.1.2.14), i.e. de la forme m Z avec m | n. Le groupe 71(mZ) =mZ/nZ ~7Z /(n/m)Z est dordre d = 2. [

m
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1.2 Le groupe symétrique
1.2.1 Généralités, décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Définition 1.2.1.1. Si F est un ensemble, on note S ’ensemble des permutations de E i.e. des bijections de
E dans lui-méme. C’est un groupe pour la composition. Si n € N+, on note &,, le groupe des permutations de

{1,...,n}.
Remarque 1.2.1.2. Une bijection f: £ — E’ induit I'isomorphisme :
S >6p
oc— fooo f_1

En particulier, si E est un ensemble de cardinal n € N+, le choix d’une numérotation des éléments de F fournit
un isomorphisme &y — &,,. Pour cette raison, on va se concentrer sur ’étude de &,, dans ce qui suit.

Soit n € N+j.
Proposition 1.2.1.3. On a #6,, = nl.
Démonstration. 1l est clair que le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est n!. O

Définition 1.2.1.4. (i) Si 0 € &,,, on note :
Fix(o) = {i e {1,...,n}; o(i) = i}

Pensemble des points fixes. L’ensemble supp(o) := {1,...,n}\Fix(o) s’appelle le support de o.

(ii) Soient £ € N+ et i,...,7, des éléments distincts de {1,...,n}. On note (iy,...,i,) Pélément de &, qui
envol ip sur iy, ig Sur ix+1 pour tout k € {1,...,£—1} et laisse fixe tous les éléments de {1,...,n}\{i1,...,i¢} (on
a donc supp(iy,...,i¢) = {i1,...,ie}). Une permutation de ce type est appelés cycle de longueur £ ou ¢-cycle.
Un 2-cycle s’appelle une transposition.

Remarque 1.2.1.5. (1) Un {-cycle est d’ordre £.

(2) 1y a w = (%) (¢ = 1)! cycles de longueur /.

(3) On a (i1,42,...,4¢) = (i2,...,%¢,141) : un f-cycle admet £ écritures comme ci-dessus, qui s’obtiennent les unes
des autres par permutation circulaire des indices.

Lemme 1.2.1.6. Soient 01,02 € &,. On a supp(o102) < supp(o1) U supp(oz). Si en outre on a supp(oi) N
supp(o2) = &, alors supp(o102) = supp(c1) U supp(o2), les permutations o7 et o9 commutent et on a I'implica-
tion : « o109 =ld = 01 = 09 = Id ».

Démonstration. Soit o1 une permutation de support S; et o9 une permutation de support So, telle que S1 NSy =
@. Montrons que o102 = g201. On peut distinguer trois cas :

e Sii¢S; uSsy, alors o102(i) =i et de méme o071 (i) = i.

e Siie Sy, alors i ¢ So, donc 0102(i) = 01(7). De plus, 01(i) € S1, donc o1 (i) ¢ Sz et g2(01(7)) = 01(7).

e Si i€ So, le cas est analogue au précédent. O

Théoréeme 1.2.1.7. Soit 0 € &,,. 1l existe ¢1,...,¢ € &, des cycles & supports deux & deux disjoints tel que
o =c1---¢.. Une telle décomposition est unique a 'ordre des facteurs prés.

Démonstration. Existence : On munit {1,...,n} de la relation d’équivalence définie par

i~je (AmeZ) j=o0m(3).
Soient Aj,..., A, les classes d’équivalence associées, on a alors : {1,...,n} = | | Ax. Pour k € {1,...,r}, on
k=1

ck(i)—{i sl A

o(i) siieAg

pose

Si iy € Ag, alors A = {o™(i1)}o<m<e, OO € = # A, = min{m € Nog | 6™ (i1) = i1} et
C = (il, U(il), e ,Cfgkil(’il))

est un {i-cycle tel que supp(ci) = Ag. Cela implique déja que ¢y, ..., ¢, commutent deux a deux (en vertu du
lemme précédent). Par construction, on a 0 = ¢; - - - ¢, (vérification sur chaque Ay pour 1 < k < r).
Unicité : Soient ¢q,..., ¢, (resp. 71,...,7s) des cycles a supports deux a deux disjoints, tels que 0 =¢; -+ ¢, =
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1 -+ - vs. Montrons par récurrence sur r que r = s et qu’a permutation des facteurs prés, on a ¢ = 7y, pour tout
ke{l,...,r}.Sir=0,ona

@ = supp(71 -+ 7s) = | | supp(me)
k=1

(en vertu du lemme qui précéde) et donc s = 0. Supposons r > 0 et soit i1 € supp(c,) : on a o(iy) # i1 : il
existe k € {1,...,s} tel que i; € supp(yx). Quitte & renuméroter, on peut supposer que i; € supp(vs). On a
alors supp(c;) = {0™(i1) }mez = supp(7s) et pour tout i € supp(c,), on a ¢.(i) = o(i) = 74(i), ce qui montre
que ¢, = 5. L’égalité c¢1---¢. = 1 ---7s implique alors ¢y ---¢.—1 = 71 ---vs—1. L’hypothése de récurrence
s’applique : on a r —1 = s—1 (d’ot r = ) et quitte & renuméroter, ¢, = 7, pour tout k € {1,...,r — 1}, ce qui
achéve la preuve. O

Remarque 1.2.1.8. (1) On a l’équivalence : « 7 =0 < o = Id ».
(2) Les supports des cycles ¢y, ..., ¢, ne sont rien d’autres que les orbites non ponctuelles de I'action du groupe
(o) sur {1,...,n} (cf plus bas).

Corollaire 1.2.1.9. Le groupe &,, admet les parties génératrices suivantes :
(i) les transpositions ;

(ll) {(1’ i)}2<i<n 5

(111) {(Z,Z + 1)}1§i$n—1 )

(iv) {(1,2),(1,...,n)}.

Démonstration. (i) On a (iy,42,...,1¢) = (i1,12)(i2,43) - - - (i¢—1,¢) : comme les cycles engendrent &,,, il en est
de méme des transpositions.

(ii) Si4,j €{2,...,n} sont distincts, on a (1,5)(1,4)(1,5) = (4,4) : le point précédent permet de conclure.

(iii) Si2<i<n-—1,ona (i,i+ 1)(1,4) (4,9 + 1) = (1,7 + 1) : une récurrence immeédiate montre que pour tout
i € {2,...,n}, la transposition (1,7) appartient au sous-groupe engendré par {(k,k + 1)}1<r<n—1 €t le point
précédent permet de conclure.

(iv) Pour tout i € {1,...,n—1},ona (i,i+1) = (1,2,...,n)"1(1,2)(1,2,...,n)* "% et le point précédent permet
de conclure. O

Définition 1.2.1.10. (i) Le type de o € &,, est la suite £ = ({1,...,¢,.) (ordonné dans lordre décroissant) des
longueurs des cycles apparaissant dans la décomposition de o en produit de cycles a support disjoints, auxquelles
on adjoint une suite de 1 correspondant aux points fixes. C’est une partition de n (i.e. £1 + -+ + £, = n).

(ii) L’ensemble des partitions de n est en bijection avec les diagrammes de Young : un diagramme de Young est
une collection finie de cases, organisée en lignes justifiées a gauche et telle que les longueurs des lignes décroissent
au sens large.

(iii) Un tableau de Young est un diagramme de Young rempli avec les entiers de 1 a n. Un tel tableau correspond
4 une décomposition d’un élément de &,, en produit de cycles a supports disjoints. Un tableau de Young standard
(de type £) est celui dont les cases sont remplies dans l'ordre.

Par exemple, le diagramme de Young associé a la partition (4, 3,1) de Pentier 8 est I , I

Lemme 1.2.1.11. Soient ¢ = (41,...,%¢) un cycle de longueur ¢ et 0 € &,. On a :
oco™ = (0(i1),...,0(i)).
Démonstration. Pour o(i1,...,3)0 ', notons S = {i1,...,ic}. Ona:
o=l (i1eenie) ) sii¢gS o, |o@) sit¢ S
o(i) —i——> 1 N eI o
ike1  S11 =g o(iks1) sii=ig

Cela montre que &,, agit transitivement par conjugaison sur l’ensemble des ¢-cycles. Plus généralement :
Théoréme 1.2.1.12. Deux éléments de &, sont conjugués dans &, si et seulement s’ils ont méme type.

Démonstration. e Siy,0 € &, soit 0 = ¢ - - - ¢, une décomposition de o en produit de cycles & supports disjoints, alors
yoyt = (yery ™) - (veryT!) est une décomposition de yoy~! en produit de cycles a supports disjoints : sont type est
le méme que celui de o.

e Pour montrer la réciproque, il suffit de montrer que toute permutation o de type £ = (¢1,...,4,) est conjuguée a la
permutation o associée au tableau de Young standard de type £. O

Remarque 1.2.1.13. Cela montre en particulier que les classes de conjugaison dans &,, sont en bijection avec les partitions
de l'entier n, soit encore avec les diagrammes de Young.
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Théoréme 1.2.1.14. Si n > 3, le centre de &,, est trivial.

Démonstration. Soit o € Z(G,). Sii,j € {1,...,n} sont distincts, o(i,j)o™" = (6(i), 0(j)) mais comme o € Z(S,,), alors
o(i,§)o~! = (i,5), donc {o(i),0(4)} = {i,j}. Comme n > 3, il existe k € {1,...,n}\{i,5}. De méme, o(4) € {i, k}, donc
o(i) € {i,j} n {i,k} = {i} i.e. o(i) = i, dou o = ld(q,. . ny- O

Exercice 1.2.1.15. Montrer que Gg contient un élément d’ordre 20, mais pas d’élément d’ordre 18.

Solution : L’élément (1,2,3,4,5)(6,7,8,9) € Gg est d’ordre 5 x 4 = 20. Supposons que Sg contienne un élément o
d’ordre 18 = 2 x 32. Cela implique que la décomposition de o en produit de cycles disjoints fait intervenir au moins une
transposition et un 9-cycle, donc que o a un support de cardinal au moins 11, ce qui est impossible.

1.2.2 Signature et groupe alterné

Définition 1.2.2.1. Sioc € &,, on pose e(c) = [] M que 'on appelle la signature d’une permutation o.
1<i<j<n
Remarque 1.2.2.2. Un élément o € &,, permute les parties a 2 éléments de {1,...,n}. Cela implique que (o) € {£1}.
Lemme 1.2.2.3. Sice &, est un f-cycle, on a g(c) = (—1)[71. En particulier, on a (7) = —1 pour toute transposition
7€ G,
Démonstration. Quitte a renuméroter, on peut supposer que ¢ = (1,...,£). On a alors
C( n e j _ C
so={ 11 == ITIT5=~

1<i<jy<{ ‘7 j=L+1i=1 ‘7

-1 . n . -1 . .

i=1 £—i j=f+1 ]_éi:1 J—t

oo 4=1 1

puisque % =04 O

Théoréme 1.2.2.4. L’application ¢ définit un morphisme de groupes e: &, — {£1}. Il est surjectif lorsque n > 2.

Démonstration. Pour 0,7 € &,, on a :

5(UV)=HM(“~_WU) =1—[0w —07 Hv 27]

i i ij (@) —
_ (@) = ()
= ]—][ i3 I:[ = = e,

On a bien sir ¢(ld) = 1 : cela montre que ¢ induit un morphisme de groupes &,, — {£1}. La surjectivité est claire par
cardinalité. O

Définition 1.2.2.5. Le groupe alterné est 2, = Ker(g). Il est distingué dans &,,, d’indice 2 lorsque n > 2.

Proposition 1.2.2.6. Le groupe 2, admet les parties génératrices suivantes :
@) {(1,9)(1,5)}2<i<j<n s
(i) {(1,2,9)}s<i<n ;

(iii) {o%}oes,, -

Démonstration. (i) Comme &,, est engendré par les transpositions de la forme (1,%), tout élément de 2, peut s’écrire
comme un produit d’un nombre pair de telles transpositions, ce qui conclut.

(i) Sii>2 ona (1,2,4) = (1,i)(1,2). Sij>2eti#j, ona (1,275 (1,2,9)(1,2,7) = (1,4,5) = (1,5)(1,4). Le point
précédent montre que la famille {(1,2,7)}s3<i<n est génératrice.

(iii) Pour tout i € {3,...,n}, on a (1,2,i) = (1,4,2)® : comme {(1,2,i)}3<i<n engendre 2A,, il en est de méme de
{UQ}O-GGn. O

Remarque 1.2.2.7. Les classes de conjugaison de 2, sont un peu plus compliquées que celles de &,,. Si deux permutations
paires sont conjuguées dans 2, alors elles le sont a fortiori dans &, : elles ont méme type. Par contre, deux permutations
paires de méme type peuvent ne pas étre conjuguées dans 2,,. Plus précisément, les classes de conjugaison de permutations
paires de G,, peuvent étre réunion d’une ou deux classes de conjugaison de 2,,. Observons que pour les permutations ayant
au moins deux points fixes, tout se passe « bien » : on peut conjuguer par une transposition pour avoir une conjugaison
dans 2. A titre d’exemple, décrivons les classes de conjugaison de UAs. On a #2s = 60. Les types des éléments de S
sont les suivants (ceux de 2s sont en bleue) :

e (1,1,1,1,1) (classe de Id), elle a 1 élément ;

¢ (2,1,1,1) (classe d’une transposition), elle a (g) = 10 éléments;

e (2,2,1) (classe d’'une double transposition), elle a %(g)(g) = 15 éléments;;

e (3,1,1) (classe d’un 3-cycle), elle a 2X2*3

= 20 éléments;;
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e (3,2), elle a 20 éléments;

e (4,1) (classe d’un 4-cycle), elle a = 30 éléments;

e (5) (classe d'un 5-cycle), elle a 2 = 4! = 24 ¢éléments.
Les 5-cycles forment deux classes de conjugaison dans 25, chacune de cardinal 12 (s’en convaincre en utilisant le fait que
24 ne divise pas 60).

5X4x3%x2

Définition 1.2.2.8. Un groupe G est dit simple lorsque ses seuls sous-groupes distingués sont {e} et G.
Théoréme 1.2.2.9. Sin > 5, le groupe 2, est simple.

Remarque 1.2.2.10. (1) On peut montrer que G est simple abélien si et seulement si G est cyclique d’ordre premier
(pour cela, il suffit de penser au groupe (Z /pZ)).
(2) Si G est simple et f: G — G’ est un morphisme de groupes, alors f est soit injective, soit triviale.

Démonstration. Soit N <2, avec N # {ld}. On sait que les 3-cycles sont conjugués dans 2l,,. Si N contient un 3-cycles,
alors il les contient forcément tous, donc N = 2, (puisque les 3-cycles engendrent 2,). Il s’agit donc tout au long de
cette preuve de montrer que N contient un 3-cycle. Remarquons d’abord que N est clairement réunion de classe de
conjugaison.

e Commencgons par le cas n = 5. Supposons que N ne contient pas de 3-cycle. Il est clair que (5 : N) = 2 (sinon,
A5 = N et on a une contradiction avec notre hypothése). On a alors #N < % = 30. D’une part, on a Id € N. D’autre
part, N contient au moins une classe non triviale, donc #N = 1 + 12 > 12. En outre, (A5 : N) < % = 5, donc
(RAs : N) = {2,3,4} i.e. #N € {15,20,30}. Si #N = 15, alors 15 — 1 = 14 devrait s’écrire comme somme d’entiers pris
dans la liste (12,12,15), ce qui n’est pas possible. On retrouve cette méme impossibilité pour 20 —1 = 19 et 30 — 1 = 29.
On a alors une contradiction. Finalement, N contient un 3-cycle et par suite, N = s.

e Revenons maintenant au cas général. Soit N # {ld} un sous-groupe distingué de 2, ne contenant pas de 3-cycle. On
peut choisir o € N\{ld}. Il existe alors a € {1,...,n} tel que b = o(a) # a. On choisit également ¢ € {1,...,n} tel que
c ¢ {a,b,0(b)}. Posons v = (a,c,b) € Ay,. Considérons maintenant p = yoy 'o~' = (yoy ')o~! € N car N < 2,. Mais
on a également p = y(oy *o™!) = (a,c,b)(c(a),o(b),o(c)) puisque v~ = (a,b,c). On a alors p = (a, c,b)(b,a(b), o(c)),
donc supp(p) < {a,b,c,o(b),o(c)}. En particulier, il existe X < {1,...,n} tel que #X = 5 et supp(p) = X. Posons
A(X) = {g € 2, | supp(g) = X}. On dispose de Iisomorphisme de groupes A(X) >2x ~ A5 qui a g € A(X) associe
g)x € Ax (donc lapplication est bien définie). On peut remarquer que sa réciproque envoie un élément de Ax vers g(%)
si i€ X et ¢ sinon. Il est donc clair que A(X) est simple. Considérons maintenant A(X) n N < A,. Sige A(X) n N et
v e A(X), alors ygy ' € A(X) et de méme ygy~' € N, donc A(X)n N<A(X). Onape A(X)n N. Sion avait p = Id,
alors p(b) = b i.e. [(a,c,b)(b,o(b),c(c))](b) = b i.e. (b,a(b),o(c))(b) = (a,b,c)(b). Mais comme (b, c(b),o(c))(b) = o(b)
et (a,b,c)(b) = c et que par hypothese, ¢ ¢ {a,b,c(b)}, on a donc que p € A(X) n N\{ld}. Par simplicité de A(X), on a
A(X)n N = A(X) ~ 5. On en conclut que N contient un 3-cycle et N = 2,,. O

Remarque 1.2.2.11. Les groupes 2 et 203 sont simples, mais pas 24, qui contient le groupe de Klein des doubles
transpositions.

Corollaire 1.2.2.12. Sin > 5, les sous-groupes distingués de &,, sont {ld}, A, et G,.

Démonstration. Supposons que G<&,,. Si G n A, <, comme 2, est simple, on a G " A, € {Id,A,}. Dans le premier
cas, on a A, < G, alors G = 2, ou G = &,. Dans le deuxiéme cas, on a #G € {1,2}. Si #G = 2, alors G = {Id, o} avec
o € Z(6,)\{ld}, ce qui est impossible puisque Z(&,) est trivial pour n > 3. O

Remarque 1.2.2.13. On a un lien avec la résolubilité par radicaux des polynomes.
Exercice 1.2.2.14. Déterminer tous les morphismes de groupes &,, — C*.

Solution : Soit ¢: &, — C* un morphisme de groupes. Soit 7 € &,, une transposition. Comme 72 = Id, on a alors
©(7)? = 1, donc (1) € {£1}. Comme les transpositions sont conjuguées, elles ont toutes méme image par ¢. Si cette
image est 1, le morphisme est trivial et si cette image est —1, le morphisme est la signature.

Exercice 1.2.2.15. Existe-t-il un morphisme surjectif &,, > &, 1 ?

Solution : Un tel morphisme fournit un sous-groupe distingué G < &, tel que (&, : G) = n. Lorsque n > 5, les seuls
sous-groupes distingués sont {ld}, A, et &,, d’indices respectivement n!, 2 et 1 : c’est donc impossible. Lorsque n = 2,
c’est le morphisme trivial et lorsque n = 3, on dispose d’un morphisme composé &3 - {+1} = G2. Enfin, lorsque n = 4,
on,a(54/vq >~ Gﬁ.

1.3 Produits semi-directs

1.3.1 Produits semi-directs internes

Soient G un groupe, N et H deux sous-groupes de G.

Lemme 1.3.1.1. Si N <G, 'ensemble NH := {zy},en est un sous-groupe de G.
yeH
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Démonstration. Pour ni,n2 € N et hi,ha € H, on a
—1 -1 -1 —1 —1 —1\—1 —1
nihi(nah2)” = nihihy ny - =ni(hihy )ny (hihy ) (hihy )€ NH
avec (hihy )ny (hih; ') € N. O
On peut trouver une autre caractérisation sans sous-groupe distingué.

Définition 1.3.1.2. On dit que G est produit semi-direct interne de H par N lorsque :
(i) N< G,

(il) N n H = {e};

(ili) NH = G.

On note alors G = N x H.

Proposition 1.3.1.3. Supposons que G soit produit semi-direct interne de H par N. Pour tout y € H, on dispose de

I'automorphisme ¢, € Aut(N) défini par ¢y (z) = yry~'.

(i) Pour tout g € G, il existe x € N et y € H uniques tels que g = zy. (ii) Si g1 = z1y1, g2 = Z2y2 € G avec z1,22 € N et
Yy1,y2 € H, on a :
9192 = (T10y, (22)) (Y192).

(iii) L’application ¢: H — Aut(IN) est un morphisme de groupes.
Démonstration. (i) Pour z1,22€ N et y1,y2 € H,on a:
T1y1 = Toyp < Ty w1 =2y, € N H = {e}.

On a alors x1 = x2 et y1 = yo.

(ii) On a
(z1y1)(z292) = T1122(y1 'y1)y2 = 1 (Yraayy Dyrye
= (z16py, (22)) (y192)
et comme 219y, (v2) € N et y1y2 € H, alors (z19y, (22))(y1y2) € NH.
(iii) Evident. O

Remarque 1.3.1.4. Supposons G fini, N<G et N n H = {e}. On a alors #N#H = #G si et seulement si NH = G. En
effet, 'application

NxH-—->G
(z,y) = zy
est injective et son image est NH.

Exemple 1.3.1.5. (1) Soient N = A3 = {(1,2,3)) <G = G3 et H = {(1,2)). Comme #N = 3 et #H = 2, le théoréme
de Lagrange implique que N n H = {ld}. Comme #N#H = 6 = #G3, on a donc &3 = N x H.

(2) Exemple crucial : le groupe diédral d’ordre 2n. Soient n € Nsg et U, = {z € C; 2" = 1} (qui est un sous-groupe de
C*) le groupe des racines n-iémes de 'unité. Observons que le choix d’une racine primitive n-iéme de I'unité fournit un
isomorphisme (non canonique) : Z /n Z = U,,. Identifions C au R-espace vectoriel R? de la fagon habituelle. On note alors
Dy, le sous-groupe de O2(R) constitué des isométries qui préservent U,. On dispose du morphisme det: Oz(R) — {+1}
et Ker(det) = SO2(R). Pour 6 € R, on dispose de la matrice de rotation

cos(6) — sin(0
Ry = (sin((G)) cos((g))) € SOQ(R)
L’application :

R — SO2(R)
0 — Ry

est un morphisme de groupes, de noyau 27 Z : il induit un isomorphisme
R /27 Z > SO2(R).

De méme, l'application ¢t — e induit un isomorphisme R /27 Z > U := {z € C; |z| = 1}. On dispose donc d’un
isomorphisme e: U = SO2(R) tel que pour tout § € R, on ait E(ew) = Ry. Le groupe Dj, n Ker(det) = D2, n SO2(R)
est constitué des rotations qui préservent U, : l'isomorphisme e induit un isomorphisme U, = Da, N SO- (R). Il est
distingué dans Ds, (c’est le noyau de la restriction de det & Daz,). Notons o € Da, ’élément correspondant a la
conjugaison complexe, c’est la symétrie orthogonale par rapport a ’axe des réels dans C. On a o ¢ D3, n SO, (R), donc
(D2n 1 SO2(R)) n (o) = {ldg2}.

Soit g € Day. Si g # SO2(R), on a det(g) = —1 et donc det(go) = 1. On a alors g = (go)o € (D2, N SO2(R)) n (o).
Cela montre que Do, est produit semi-direct de {(¢) ~ Z /2Z par D2, n SO2(R) ~ U, ~ Z /nZ. En particulier, on a
#D2p = 2n et Day, est engendré par deux éléments p (la rotation d’angle 27”) et o (si on peut expliciter les éléments
de D2y, on a Do, = {Id, p,p%,...,p" L 0,0p,00p%,...,0p" "}). Tls sont assujettis aux relations p" = Id, o> = Id et
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(po)? = Id (puisque det(po) = —1). On remarque également que si n = 3, D ~ G3.

(3) Notons V' le groupe de Klein : le sous-groupe de 24 constitué de Id et des trois double-transpositions. On a V =~
(Z/27)? et V < Q4. Soient ¢ un 3-cycle (par exemple ¢ = (1,2,3)) et H = {c) ~ Z /3Z. On a alors que A4 est produit
semi-direct interne de H par V.

(4) Soit (&,E) un espace affine. On dispose du groupe affine GA(&) des transformations affines et du groupe des
translations 7 (&) ~ E. Le choix d’un point Q € & permet de vectorialiser & i.e. fournit la bijection

&S E
M — QM

Si Hq désigne le sous-groupe de GA(&') constitué des éléments qui fixent €2, ’application « application linéaire associée »
fournit un isomorphisme Hg = GL(E). On vérifie sans peine que GA(&) est produit semi-direct interne de Hg par 7 (&).

1.3.2 Produits semi-directs externes

Inspirés par ce qui précéde, on peut définir la notion du produit semi-direct « externe »s de deux groupes : cette
procédure permet de construire de nouveaux groupes. Soient N et H deux groupes et

p: H— Aut(N)
Y= Py
un morphisme de groupes.

Définition 1.3.2.1. Le produit semi-direct externe de H par N (relativement & ¢) est le groupe N x, H dont I’ensemble
sous-jacent est N x H (produit direct d’ensembles) et la loi est donnée par

(@1,91) - (®2,52) = (2160, (22), Y1y2)-
Proposition 1.3.2.2. Ce qui précéde définit bien un groupe, d’élément neutre (en, er).

Démonstration. e Associativité : soient x1,x2,x3 € N et y1,y2,y3 € H. On a

(z1,91) - ((22,92) - (23,93)) = (21, 91) (T2, (@3), Y2ys3)
= (@104, (T240y, (23)), Y1Y2¥3)
= (T1y; (T2) Py, 45 (T3), Y1Y2Y3)
= (v1py, (22), y192) - (z3,Y3)
((z1,31) - (22,92)) - (23, ¥3).
y) =

eSize Netye H,on a (z,y) - (en,en) = (z,y) (resp. (en,en) - (z, (z,y)) parce que py(en) = en (resp.
Yoy = ldn).

e Inverse : soient z € N et y € H. On a (z,y) - (¢, ' (z),y™") = (¢, (2),y™ ") - (z,y) = (en, en). O

Remarque 1.3.2.3. 1l est facile de vérifier que N %, H est produit semi-direct interne de {ex} x H par N x {ex}. Pour
ze N etye H, on a alors

(py(x)en) = (en,y) - (z,em) - (en,y)”
Proposition 1.3.2.4. Le produit semi-direct N x, H est direct (i.e. égal & N x H) si et seulement si ¢: H — Aut(N)
est trivial.

Démonstration. Le produit est direct si et seulement si (z1,y1) - (%2, y2) = (T122, y1Y2) i-€. T19y, (T2) = T1T2, soit encore
si et seulement si @y, (x2) = x2 pour tous z1,z2 € N et y1,y2 € H. Cela équivaut a ¢, = Idy pour tout y € H. O

Exemple 1.3.2.5. (1) Si ¢ est trivial, on a vu que N x, H = N x H.
(2) Pour tout n € Nxo, on a Do, >~ (Z/nZ) x, (Z /2 Z) olt (1) est la multiplication par —1 dans Z /n Z.
(3) Soient n € N~1 et 7 € &,, une transposition. On a &, ~ A, x, {£1}, ot p(—1) est la conjugaison par 7.

Remarque 1.3.2.6. On voit que deux morphismes H — Aut(N) distincts peuvent produire deux produits semi-directs
isomorphes. En général, c’est une question intéressante et un peu délicate de comprendre les classes d’isomorphisme
de produits semi-directs d’un groupe par un autre (en faisant varier ¢), voire quand deux produits semi-directs sont
isomorphes.

1.4 Actions de groupes

1.4.1 Rappels

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe (noté multiplicativement) et X un ensemble non vide. On note e 1’élément
neutre de G.
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Définition 1.4.1.1. Une action (a gauche) de G sur X est la donnée d’une application
#: G x X > X

ayant les propriétés suivantes :

(1) (Vg1,92 € G) (Vz € X) g1 * (92 * ) = (9192) * x;
(ii) (Ve e X) exz = x.

On dit aussi que G agit sur X.

Remarque 1.4.1.2. On définit de méme la notion d’action & droite, en considérant les applications #*: X x G — X
vérifiant (z % g1) * g2 = x * (g1g2) et = * e = x pour tous g1,92 € G et © € X. Observons qu’a partir du groupe G, on
peut définir le groupe opposé G°P, dont l’ensemble sous-jacent est G et la loi de groupe est donnée par (g1, g2) — g291.
Il n’est pas trés difficile de se convaincre qu’une action & droite de G sur X est la méme chose qu’une action & gauche de
G°? sur X. Dans ce qui suit, on ne considérera que des actions a gauche et quand on parlera d’action, ce sera toujours
a gauche.

Si*: G x X — X est une action et si g € G, on dispose de 'application

plg): X = X

TH—>g*x

Les conditions (i) et (ii) se réécrivent :
() (V91,92 € G) p(g1) © p(g2) = p(9192) ;
(ii) p(e) = ldx.

Proposition 1.4.1.3. Pour tout g € G, on a p(g) € Sx. L’application p: G — Sx est un morphisme de groupes.

Démonstration. Si g€ G, on a p(g)op(g™") = p(g™*) o p(g) = p(e) = ldx, ce qui prouve que p(g) est une permutation
de X et que p(¢7 ') = p(g)~*. La deuxiéme partie de la proposition en résulte. O

SigeGetze X,onags*z = p(g)(x). Cela montre que l'action est complétement déterminée par le morphisme
associé p. Réciproquement, si on se donne un morphisme de groupes f: G — Sx, on définit une action de G sur X en
posant g * z = f(g)(z) pour tout g € G et € X. Le morphisme de groupes associé n’est autre que f lui-méme. Cet
argument montre directement la proposition suivante.

Proposition 1.4.1.4. La donnée d’une action de G sur X équivaut a celle d’'un morphisme de groupes G — Gx.

Exemple 1.4.1.5. (1) Le groupe G agit sur lui-méme par translation & gauche : action est donnée par g * x = gz pour
tous g,z € G. L’action par translation & droite est donnée par (z, g) — zg L.

(2) Plus généralement, si H < G est un sous-groupe, on dispose de I’ensemble quotient G/H, constitué des classes a
gauche modulo H i.e. les parties de la forme yH < G avec v € G. On fait agir G sur G/H par translation a gauche en
posant g * (YH) = gyH = {gx}zevu (notons que c’est bien défini, i.e. que vH ne dépend que de la classe yH et pas du
choix d’un représentant 7).

(3) Le groupe Gx agit sur X de fagon naturelle, par o * ¢ = o(z). Le morphisme de groupes associé n’est autre que
l'identité de &x. Cas particulier on X = {1,...,n}.

(4) Tout groupe agit sur lui-méme par conjugaison en posant g * x = grg ' pour tous g,z € G.

(5) Plusieurs exemples en algébre linéaire et en géométrie.

Définition 1.4.1.6. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X.

i) L’orbite de z € X est Pensemble G * x = {g * }ge. C’est une partie de X et on la note orb(z).

ii) Le stabilisateur de x € X est stabg(z) = {g € G | g * © = x}. C’est un sous-groupe de G.

iii) On dit que action est fidéle lorsque le morphisme associé p: G — Gx est injectif.

iv) On dit que action est libre lorsque pour tout = € X, g * z = x implique que g = e.

(v) On dit que l'action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite. Plus généralement, si k € N~o, on dit que Paction est
k-transitive si pour tout k-uplets (z1,...,2%) et (y1,...,yr) d’éléments distincts de X, il existe g € G tel que g *x; = y;
pour tout i € {1,...,k}.

(
(
(
(

Remarque 1.4.1.7. (1) Si z1,22 € X, on pose x1 ~ x2 lorsqu’il existe g € G tel que z2 = g * x1. Cela définit une relation
d’équivalence sur X, dont les classes d’équivalence ne sont autres que les orbites. En particulier, les orbites forment une
partition de X.

(2) Une action libre est fidele.

(3) L’action induite de G sur chaque orbite est transitive.

Exemple 1.4.1.8. (1) Si H est un sous-groupe de G, l'action de G sur G/H par translation & gauche est transitive.

(2) L’action naturelle de &, sur {1,...,n} est fidele.

(3) Si G agit sur lui-méme par conjugaison, 'orbite de x s’appelle la classe de conjugaison de z. Le stabilisateur de z est
le sous-groupe Cg(z) des éléments de G qui commutent a z : on appelle le centralisateur de x.

4) Lorsque G agit sur ’ensemble de ses sous-groupes par conjugaison, le stabilisateur d’un sous-groupe H < G s’appelle
( q g groupes p jug group PP

le normalisateur de H et se note Ng(H). On a l'équivalence « H <G < Ng(H) = G » de fagon évidente.
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Théoréme 1.4.1.9 (CAyLAY). L’action de G sur lui méme par translation a gauche est fidéle. Elle permet en particulier
de voir G comme un sous-groupe de &g ~ &, ot n = #G.

Démonstration. On dispose du morphisme G — Sg. Si g € G tel que p(g) = ldg, alors on a gx = = pour tout z € G. En
particulier, pour z = e, on a g = e, d’ou Ker(p) = {e}. O

Lemme 1.4.1.10. Soient GG un groupe agissant sur un ensemble X, ge Get z€ X. On a
staba (g * x) = gstabg(z)g .

Démonstration. Si~y € G, on a les équivalences :

yestabg(gsx) oy (gra)=gxr g ygxr =z
< g lhge stabg(z) & v € gstabc(:c)gfl.
O

Théoréme 1.4.1.11 (RELATION ORBITE-STABILISATEUR). Soient G un groupe agissant sur un ensemble X et z € X.
L’application

G/stabg(z) — orbx ()

g—g-T
est bijective.
Démonstration. Soit
f: G — orb(z)
g—g-x

une application surjective. On a les équivalences

flo)=flg) e g -r=g2-ae(9'q) a=2
< g5 'g1 € stab(z) < g1 stab(z) = go stab(z)

pour g1, g2 € G. On a donc Ry = Rstab. L'application f induit alors une bijection

G/stabg(x) = orb(z).
O

Remarque 1.4.1.12. La bijection qui précéde est en outre G-équivariante i.e. compatible aux actions de G.
Corollaire 1.4.1.13. Si G est fini et x € X, on a #G = # orbx (x)# staba(z). En particulier, I'entier

#orbx (z) = (G : stabg(z))
divise #G.
Démonstration. Tout découle de la bijection de la proposition précédente. O
Proposition 1.4.1.14 (EQUATION AUX CLASSES). Supposons X fini. Si {x1,...,2,} est un systéme complet de représen-
tants des orbites de X, on a

#X = Z#orbx T;) i G : stabg ().

i=1 i=1

Démonstration. Cela vient du fait que les orbites forment une partition de X i.e. #X = |:| orb(x;). O

i=1

Corollaire 1.4.1.15. Si G est un p-groupe et X est fini, on a #X = #X¢ mod p (ou X ¢ désigne I'ensemble des points
fixes).

Démonstration. Par la proposition 1.4.1.14, on a #X = Z #orb(z;) = 3 (G : stabg(z:)). Siz e X, alors orb(z) = {x}.

i=1
Siz¢ XC alors #orb(z) > 1 et comme # orb(z) | G = p™ avec n > 1, alors p | orb(x). En particulier, on a 1’égalité

#X =#X+ Z # orb(x).

¢ X G
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Corollaire 1.4.1.16. Le centre d’un p-groupe est non trivial (par récurrence, pour tout k € N tel que p* | #G, le p-groupe
contient un sous-groupe distingué d’ordre p*).

Démonstration. Soit G un p-groupe non trivial. Faisons agir G sur lui-méme par conjugaison. En appliquant le corollaire
précédent avec X¢ = Z(@), on a #G = # Z(G) mod p. On sait que p | #G et que G est non trivial, donc p | # Z(G).
Mais e € Z(G), d’oa #Z(G) > 0. On a alors #Z(G) = p = 2 i.e. Z(G) contient des éléments non triviaux. O

Proposition 1.4.1.17 (FORMULE DE BURNSIDE). Supposons G et X finis. Pour tout € X, posons Fix(g) = {z €
X; g-x =z} (les points fixes de g dans X). Le nombre d’orbites dans X est

76 2 #Fix(g)

gea
(c’est le nombre moyen de points fixes).
Démonstration. Posons & = {(g,z) € GxX; gx =z} < (GxX).Onadonc & = | | {g}xFix(g), alors #& = >, #Fix(g).
On a également que & = | | stab(z) x {z}, donc #& = ZX # stabg(x). Notonsggi, ..., 8 les orbites de )g%GOn a bien
ze

zeX
str ,
X=]|Q donc &= Z Z # stabg(z;).

i=1xzeQ;

-

i=1
Si x € Q;, alors ; = orb(z) et #Q;# stab(z) = #G, d’ou

T #G
#E = Z Z_ #Q;

mais ), i—g = #Qif—é = #(. Finalement,

e,

HE = ;#G =r#G ie r= # > #Fix(g).

geG

Quelques exemples d’utilisation des actions de groupes.

Proposition 1.4.1.18. Soient G un groupe et H < G un sous-groupe d’indice n. Il existe un sous-groupe distingué N de
Gtelque Nc Het (G:N)|nl

Démonstration. Faisons agir G sur I’ensemble G/H par translation & gauche. On en déduit un morphisme de groupes
¢: G — Gg/pg ~ S,. Posons N = Ker(p) < G. Par passage au quotient, ¢ induit un morphisme injectif &: G/N — G,,
d’ou (G: N) = #G/N | #6, = nl. Si g€ N, gyH = ~vH pour tout v € G, ce qui implique en particulier, yH = H i.e.
v € H donc N c H. O

Proposition 1.4.1.19. Soient G' un groupe fini, H < G un sous-groupe et p le plus petit diviseur premier de #G. Si
(G : H) = p, alors H est distingué dans G.

Démonstration. On fait agir G sur I'ensemble G/H : on en déduit un morphisme de groupes p: G — Sg/g ~ &,. On
a #1Im(p) | #G, donc #Im(p) | pged(p!, #G) = p : on a nécessairement # Im(p) = p (car 'action est transitive), i.e.
(G : Ker(p)) = (G : H). Comme Ker(p) < H, cela implique que H = Ker(p) < G. O

Exercice 1.4.1.20. On suppose que Z /35 Z opére sans point fixe sur un ensemble F de cardinal 53. Quel est le nombre
d’orbites pour cette action ?

Solution : Les cardinaux des orbites divisent 35 : comme les orbites sont non ponctuelles, ils appartiennent a {5, 7, 35}.
Notons z,y et z le nombre d’orbites & 5,7 et 35 éléments respectivement : on a 53 = 5z + Ty + 35z. On a alors
7y = 53 mod 5, i.e. 2y = 3 mod 5, soit y = 27" x 3 = 4 mod 5, ce qui implique en particulier que y > 4. De méme,
on a b5z = 53mod 7 i.e. 5z = 4mod 7, soit z = 51 x 4 = 5mod 7, ce qui implique en particulier que & > 5. Comme
5x 544 x7=>53, on anécessairement (z,y,z) = (5,4,0) et il y a 9 orbites.

Exercice 1.4.1.21. Soit G un groupe d’ordre 33 agissant sur un ensemble de cardinal 19. Montrer qu’il y a au moins un
point fixe.

Solution : Le cardinal d’une orbite est un diviseur de 33 : c’est un élément dans {1, 3,11, 33}. Supposons qu’il n’y a
pas de point fixe : ’équation aux classes est de la forme 19 = 3z + 11y (il n’y a pas d’orbite & 33 éléments par cardinalité)
avec z,y € N. On a y € {0,1} et donc 3z € {8,19}, ce qui n’est pas possible. Il y a donc au moins un point fixe.

Lemme 1.4.1.22. Si G est un groupe tel que G/Z(G) est monogene, alors G est abélien.
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Démonstration. Soit m: G — G/Z(G) la surjection canonique. Il existe z € G tel que G/ Z(G) = {(w(x)). Si g € G, il
existe k € Z tel que 7(g) = w(x)* i.e. ga* € Ker(m) = Z(G). 1l existe z € Z(G) tel que g = zz*. Si g1, 92 € G, il existe
21,22 € Z(Q) et k1,k2 € Z tel que g1 = 212" et ge = 202"2. On a alors gige = 212" 20272 = 21202172 car 25 € Z(Q).
De méme, gog1 = 222" 2212" = 21202"11F2 car 21 € Z(G). O

Proposition 1.4.1.23. Soit p un nombre premier. Tout groupe de cardinal p* est abélien.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre p?. Son centre Z(G) n’est pas trivial par le corollaire 1.4.1.16. De plus, G/ Z(G)
est d’ordre divisant p, il est alors monogéne. On a directement la commutativité de G par le lemme précédent. (I

Remarque 1.4.1.24. (1) Soit G = {(é z %) 1 %,Yy,2€ L /p Z} < GL3(Z /pZ) le sous-groupe des matrices triangulaires

supérieures unipotentes. Il est non abélien de cardinal p°.
(2) On peut classifier les groupes d’ordre p®. Si G est cyclique d’ordre p?, alors G ~ Z /p®> Z. Si G n’est pas cyclique,
alors il est naturellement muni d’une structure de Z /p Z-espace vectoriel, on a alors G ~ (Z /p Z)*.

Voici une réciproque (trés) partielle du théoréme de Lagrange.

Théoréme 1.4.1.25 (CAUCHY). Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant #G. Le groupe G contient
alors un élément d’ordre p.

Démonstration. Posons X = {(g1,...,9p) € G¥; g1---gp = e}. L’application
Gl X
(g1, gp—1) = ((gla ey Gp—1, (g1 'gpfl)il)

est bijective : on a #X = #GP! et en particulier, p | #X. Si 2 = (g1,...,9) € X, posons 8(x) = (gp, g1, -,9p—1)
(décalage). On a 67(x) = z, ce qui implique qu’on a une action de Z /pZ sur X donnée par k -z = §°(x) pour tout
zeXetkeZ/pZ Comme Z/pZ est un p-groupe, Péquation aux classes donne #X = #X° mod pZ, d’ot p | #X°.
Mais X% = {(g,...,9) € G?; ¢” = e} ~ {e} U Q, ou Q, désigne I'ensemble des éléments d’ordre p dans G : on a donc
#Q, = —1 mod pZ, en particulier 2, n’est pas vide. O

Remarque 1.4.1.26. Signalons que la relation orbite-stabilisateur, I’équation aux classes et la formule de Burnside ont
de nombreuses applications en dénombrement.

1.4.2 Les théorémes de Sylow

Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier.

Définition 1.4.2.1. (i) Un p-groupe est un groupe fini d’ordre une puissance de p.

(ii) Si G est un groupe fini, un p-sous-groupe de Sylow (ou simplement p-Sylow) de G est un sous-groupe de G d’ordre
pUr(#G) (avec vp(#G) = la plus grande puissance a de p tel que p® | #G). On note Syl,(G) 'ensemble des p-Sylow de G
et on pose n,(G) = # Syl (G).

Remarque 1.4.2.2. Si p ne divise pas #G, alors {e} est 'unique p-Sylow de G.

Exemple 1.4.2.3. Sin e Nxg, on a #GL,(Z /pZ) = (p" — 1)(p™ —p)(p™ —p*)--- (p™ — p" 1) (c’est le nombre de base
du Z /p Z-espace vectoriel (Z /pZ)™). Cela implique que

B nl _n(n—1)
vp(#GLn(Z /pZ)) = ;;()k ==

Notons T5.(Z /pZ) le sous-groupe de GL,(Z /pZ) constitué des matrices triangulaires supérieures dont les coeflicients
n(n—1)

diagonaux valent tous 1. On a #7,(Z /pZ) =p~— 2z  ce qui montre que T,,(Z /pZ) est un p-Sylow de GL,(Z /pZ).

Théoréme 1.4.2.4 (SyLow). On a :
(i) L’entier n, = 1 mod p et en particulier, Syl ,(G) n’est pas vide;
(ii) Le groupe G agit transitivement par conjugaison sur Syl (G) (les p-Sylow de G sont conjugués), en particulier

np(GQ) | #G.

Lemme 1.4.2.5. Si H est un sous-groupe de G et S un p-Sylow de G, il existe g € G tel que gSg~ ' n H soit un p-Sylow
de H.

Démonstration. Le groupe H agit sur G/S par translation a gauche. Le stabilisateur de ¢S pour cette action est {h €
H; hgS = gS} = gSg* n H : son orbite est de cardinal (H : gSg~* n H). Sip | (H : gSg~' n H) pour tout g € G,
les H-orbites de G/S sont toutes de cardinal divisible par p, si bien que p | #(G/S), contredisant le fait que S est un
p-Sylow de G. Tl existe donc g € G tel que pt (H : gSg~* n H). Comme gSg~" n H est un p-groupe (car conjugué d’un
sous-groupe de S), c’est un p-Sylow de H. O
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Démonstration du théoréme 1.4.2.4. o Posons n = #G. D’aprés le théoréme de Caylay (cf. théoréme 1.4.1.9), on a un
morphisme injectif G — &,, — GL,(Z /pZ) (le deuxiéme est I'application qui envoie une permutation sur la matrice
de permutation associée) : il permet de voir G comme un sous-groupe de GL,(Z /pZ). On dispose dans ce dernier du
p-Sylow T, (Z /p Z) : d’aprés le lemme 1.4.2.5, il existe g € GL,,(Z /p Z) tel que gTy(Z /pZ)g~" n G soit un p-sous-groupe
de Sylow de G. Cela montre que Syl (G) # @.

e Soit S et S’ deux p-Sylow de G. Le lemme 1.4.2.5 appliqué & H = S’ montre qu’il existe g € G tel que gSg~" n S’ soit
un p-Sylow de S’ i.e. soit égal 4 S’ : on a gSg~* < S’ et donc gSg~' = S’ par cardinalité. Cela montre que Paction de
G par conjugaison sur 'ensemble de ses p-Sylow est transitive i.e. (ii).

e Soit S € Syl,(G). On fait agir S par conjugaison sur X := Syl (G)\{S}. Si S’ € X est fixe pour cette action, alors
S < Ng(9'). Cela implique que S et S” sont deux p-Sylow de Ng(S’). Mais comme S’ est distingué dans Ng(S’), c’est
I'unique p-Sylow de N (S’) : contradiction. Cela montre que S agit sans point fixe sur X : ’équation aux classes montre
que p | #X i.e. np(G) =1 mod pZ. O

1

Corollaire 1.4.2.6. Le groupe G admet un unique p-Sylow si et seulement si ce dernier est distingué dans G.
Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que les p-Sylow sont conjugués dans G. O

Exercice 1.4.2.7. Si G est un groupe fini et H <G un sous-groupe distingué, on a H Ng(S) = G pour tout S € Syl (H).

Solution : Si g € G, alors gSg~ ! < gHg ! = H est p-Sylow de H. Comme les p-Sylow de H sont conjugués

dans H, il existe h € H tel que gSg~" = hSh™'. On a alors h™'gS(h™'g)™" = S, i.e. h™'g € Ng(S), de sorte que
g€ hNe(S) c HNg(S), don G = HNg(S).

Exercice 1.4.2.8. Soient G un groupe fini et H < G un sous-groupe tel que H soit un p-groupe. Montrer qu’il existe
S € Syl,(G) tel que H < S.

Solution : Soit So € Syl,(G). D’aprés le lemme 1.4.2.5, il existe g € G tel que 9Sog™ ! N H soit p-Sylow de H, i.e. égal
a H (vu que H est un p-groupe). Si S = gSog™', on a donc H < S.

Exercice 1.4.2.9. Soient G un groupe fini, H < G un sous-groupe et p un nombre premier. Soit @ un p-Sylow de H.
Montrer qu’il existe un p-Sylow S de G tel que Q =S n H.

Solution : Méme principe que l’exercice précédent.

Quelques exemples d’utilisation des théorémes de Sylow.
Proposition 1.4.2.10. Tout groupe d’ordre 35 est cyclique.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre 35. Tout d’abord, 35 = 5 x 7. De plus, ns = 1 mod 5 et ns | 7, donc ns = 1, il
y a alors un seul 5-Sylow. Il y a donc 4 éléments d’ordre 5 dans G. De méme, n7 =1 mod 7 et n7 | 5, donc ny = 1,ily a
alors un seul 7-Sylow. Il y a donc 6 éléments d’ordre 7 dans G. Il y a 35 —4 — 6 — 1 = 24 éléments d’ordre 35 dans G,
donc il y a au moins un élément d’ordre 35 dans G. Le groupe G est donc cyclique. ]

Proposition 1.4.2.11. Tout groupe d’ordre 77 est cyclique.

Démonstration. Soit H 1'ensemble des 7-Sylow de G et K l’ensemble des 11-Sylow de G. Il est clair que H n K = {e}.
Soit

ft HxK—>G
(h,k) — hk

un morphisme de groupes. Si (h,k) € H x K, alors hkh™'k™' € H n K, donc hk = kh. L’application f est alors un
isomorphisme. En outre, H ~ Z /7TZ et K ~ Z /11 Z. Par le théoréme des restes chinois, on a alors H x K ~ Z /77Z et
on déduit que G est cyclique. O

Proposition 1.4.2.12. Il n’existe pas de groupe simple d’ordre 36.

Démonstration. Tout d’abord, on a 36 = 22 x 32. Soit n3 le nombre de 3-Sylow de G. On a n3 | 4 et n3 = 1 mod 3, de
sorte que ng € {1,4}. Si ng = 1, alors 'unique 3-Sylow est distingué dans G, qui n’est donc pas simple. Si ng = 4, ’action
de G par conjugaison sur l’ensemble de ses 3-Sylow fournit un morphisme de groupes p: G — &4. Comme ’action est
transitive, on a 4 | # Im(p). On a en outre # Ker(p)# Im(p) = #G = 36, donc # Im(p) | 36. Comme # Im(p) < &4, on a
aussi # Im(p) | 24. Cela implique que # Im(p) € {4,12}, de sorte que # Ker(p) € {3,9}. Le sous-groupe distingué Ker(p)
est stricte et GG n’est pas simple. O

Proposition 1.4.2.13. Il n’existe pas de groupe simple d’ordre 945.

Démonstration. Tout d’abord, on a 945 = 3% x 5 x 7. Soit G un groupe d’ordre 945. On a n3(G) | 5 x 7, donc n3(G) €
{1,5,7,35}. Mais n3(G) = 1 mod 3, donc n3(G) € {1, 7}. Si ng(G) = 1, alors 'unique 3-Sylow est distingué dans G, donc G
ne peut pas étre simple. Si n3(G) = 7, action de G sur Syl;(G) fournit un morphisme non trivial p: G — Gsyi (@) ~ &7.
On sait que Ker(p) est distingué dans G mais différent de G (puisque p n’est pas trivial). Si G était simple, on aurait
nécessairement Ker(p) = {e} i.e. p est injectif, d’ott 3% | #G | #67 = 7! mais 3° { 7!. On a donc une contradiction et de
nouveau, G ne peut pas étre simple. O
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Exercice 1.4.2.14. Déterminer le nombre de p-Sylow du groupe symétrique &,.

Solution : Un p-Sylow de &,, est un sous-groupe d’ordre p. Le nombre n, de ces sous-groupes est le nombre de p-cycles
divisé par p — 1 (un groupe d’ordre p & p — 1 générateurs). Or le nombre de p-cycles est (p — 1)! : on a n, = (p — 2).

Exercice 1.4.2.15. Soit G un groupe d’ordre 12. On suppose que I’ensemble des 3-Sylow de G est de cardinal 4. Montrer
que G est isomorphe & 24 (on commencera par construire un morphisme G — S4).

Solution : On fait agir G par conjugaison sur I’ensemble X de ses 3-Sylow : cela fournit un morphisme de groupes
p: G — Gx ~ G&4. Le groupe Im(p) agit transitivement sur {1,2,3,4}. Comme # Im(p) = # orbim(,) (1)# stabim(,) (1), on
a4 | #Im(p) et donc # Ker(p) | 3. Par ailleurs, si P € X, alors Ker(p) < stabg(P). On a bien str P < stabg(P) et
donc (G : stabe(P)) | 3. Si on avait stabe(P) = {e}, alors P serait distingué dans G et on aurait X = {P}, ce qui n’est
pas. On a donc stabg(P) = P et donc Ker(p) < P, d’out # Ker(p) | 4. Il en résulte que # Ker(p) | pged(3,4) = 1, ce qui
montre que p est injectif. On a donc # Im(p) = 12, d’ott (G4 : Im(p)) = 2 : on a nécessairement Im(p) = A4 et p induit
un isomorphisme G = 2.

Exercice 1.4.2.16. Un groupe d’ordre 300 n’est jamais simple.

Solution : Soit G' un groupe d’ordre 300 = 2% x 3 x 5% : on a ns | 12 et ny = 1 mod 5, d’ott ns € {1,6}. Si G est
simple, alors ns = 6 (sinon l'unique 5-Sylow serait distingué) et laction de G par conjugaison sur lensemble de ses
5-Sylow fournit un morphisme de groupes p: G — GSg. Comme 'action est transitive, elle est non triviale donc p n’est
pas trivial. Comme G est simple, on a donc Ker(p) = {e} et p est injectif. Cela implique que 300 | 6! = 720, ce qui n’est
pas : contradiction.
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2 Anneaux et polyndomes

2.1 Rappels sur les anneaux
2.1.1 Deéfinitions

Définition 2.1.1.1. Un anneau est la donnée d’un triplet (A, +,-) ot A est un ensembleet +: AXA — Aet-: AXA— A
sont deux lois de composition interne tels que les propriétés suivantes sont remplies :

(i) le couple (A, +) est un groupe abélien;;

(ii) la loi - est associative, distributive (a droite et a gauche) par rapport a la loi +.

On note 04 ’élément neutre pour la loi +. L’anneau est dit unitaire 8’il existe un élément neutre 14 (& droite et a
gauche) pour la loi -, commutatif sila loi - est commutative. La loi + est appelée addition et la loi - multiplication.

Remarque 2.1.1.2. (1) Par abus, on parlera de 'anneau A au lieu de (A, +,-) et on omet le point pour la multiplication
i.e. on écrit ab pour a - b. En outre, on écrit simplement 0 et 1 au lieu de 04 et 14 lorsqu’aucune confusion n’est a
craindre.

(2) L’anneau nul (i.e. réduit a {0}) est unitaire (on a alors 0 = 1).

(3) Si A est unitaire, la commutativité de la loi + résulte des autres conditions. Cela résulte de la distributivité :
solent a,b € A. Si on développe 'expression (1 + 1) - (a + b) en distribuant le premier et le second facteur, on obtient
respectivement a +a+b+bet a+ b+ a+ b, d’ott a + b = b+ a en simplifiant par a & gauche et b a droite.

Exemple 2.1.1.3. (1) Z,Q,R et C.

(2) Z/nZ avec n e N.

(3) Si K est un corps et V un K-espace vectoriel, Endx (V) muni de 'addition et de la composition des endomorphismes
est un anneau unitaire (non commutatif si dimg (V') > 1).

(4) Si A est un anneau, anneau des polynomes A[X] (cf. plus bas), 'anneau des matrices M, (A).

(5) Plein d’exemples en analyse.

‘DANS CE QUI SUIT, TOUS LES ANNEAUX SERONT SUPPOSES UNITAIRES. ‘

Remarque 2.1.1.4 (BINOME DE NEWTON). Sia,be A commutent et n € N, on a :

(a+b)" = Z (Z) ak b r,
k=0
Il est important de supposer que ab = ba.

Définition 2.1.1.5 (ANNEAUX PRODUITS). (i) Soient A; et A; deux anneaux. Le produit cartésien A; x A; est naturel-
lement muni d’une structure d’anneau, les lois étant données par les formules

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + b2)
(a1,az2) - (b1,b2) = (a1b1, azbz)

pour tous ai,b1 € A1 et az,by € Ag. L’élément neutre pour l'addition (resp. la multiplication) est (04,,04,) (resp.
layxa, = (1a;,14,)). Si A1 et Az sont commutatifs, il en est de méme de Panneau produit A; x As. Bien entendu, cette
construction se généralise & un produit quelconque d’anneaux.

(ii) Cas particulier de (i) : soit 7 un ensemble. On note A’ (resp. A?)) I'ensemble des applications I — A (resp. des
applications I — A qui sont nulles en dehors d’une partie finie de I). On a bien entendu AD = AT avec égalité si et
seulement si I est fini. Muni des lois d’addition et de multiplication « composante par composante », A’ est un anneau.
Il est commutatif si A Dest.

Remarque 2.1.1.6. Lorsque [ est infini, A est un anneau non unitaire.

Définition 2.1.1.7. Soient A un anneau et a € A.

(i) On dit que a est inversible, s’il existe b € A tel que ab = ba = 1. L’ensemble des éléments inversibles de A est noté
A*. Muni de la restriction de la multiplication, c’est un groupe, d’élément neutre 1. Bien siir, on a toujours 1 € A*.
L’anneau A est un corps s’il est non nul et tous ses éléments non nuls sont inversibles i.e. A* = A\{0}.

(ii) On dit que a est diviseur de zéro s’il existe b € A\{0} tel que ab = 0 ou ba = 0. L’anneau A est dit intégre 8’il n’a pas
de diviseur de zéro autre que 0. En particulier, un corps est un anneau intégre. L’anneau nul n’est pas intégre.

(iii) On dit que a est nilpotent 8'il existe n € Nxq tel que a™ = 0 (en particulier, c’est un diviseur de zéro). L’anneau A
est dit réduit s’il n’a pas d’élément nilpotent autre que 0. Bien stir, un anneau intégre est réduit.

Exemples 2.1.1.8. (1) Les anneaux Q, R et C sont des corps. Il en est de méme de Z /p Z lorsque p est un entier premier.
L’anneau Z est intégre, mais ce n’est pas un corps (2 n’est pas inversible), en fait on a Z* = {1, —1}.

(2) L’anneau Z /6 Z n’est pas intégre, car 2 x 3 = 0 alors que 2 # 0 et 3 # 0. En fait, on a (Z /6 Z)* = {1,5}. Par contre,
Z /6 Z est réduit.

(3) L’anneau Z /4 Z n’est pas réduit, car 2* = 0 mais 2 # 0.

Comme d’habitude, aprés avoir défini une structure algébrique, on définit la notion de morphisme entre objets
possédant cette structure.
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Définition 2.1.1.9. Soient A et B deux anneaux. Un morphisme d’anneauzr de A vers B est un morphisme f: A - B
entre les groupes additifs sous-jacents tel que

(Va,be A)  f(ab) = f(a)f(b) et f(1a) = 1.

Remarque 2.1.1.10. (1) Si f: A — B et g: B — C sont deux morphismes d’anneaux, ’application composée g o f est
encore un morphisme d’anneaux.
(2) L’application
i:A—>AxA
a— (a,0)

n’est pas un morphisme d’anneaux, parce que i(14) # laxa.

Exemples 2.1.1.11. (1) Les inclusions Z — Q, Q - R, R — C. Pour n € N1, la réduction modulo n : Z — Z /nZ.
(2) 1l existe un unique morphisme d’anneaux ca: Z — A. C’est I'application qui & z € N associe ca(z) = 1a + -+ + 14,
z fois et telle que ca(z) = —ca(—2) si z € Z<o.

Définition 2.1.1.12. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau {a € A; f(a) = 0B} et 'image {f(a); a € A}
du morphisme de groupes sous-jacent s’appelle le noyau et 'image de f et est noté Ker(f) et Im(f). Rappelons que f est
injectif si et seulement si Ker(f) = {04}. Cependant, Ker(f) n’est pas un sous-anneau de A.

Définition 2.1.1.13. Soient A et B deux anneaux. On dit que A est un sous-anneau de B si A — B et si I'inclusion
A < B est un morphisme d’anneaux.

Exemple 2.1.1.14. L’ensemble C°([0,1],R) est un sous-anneau de %([0, 1], R)

Remarque 2.1.1.15. Pour montrer qu'un ensemble muni de deux lois de composition interne est un anneau, il est
souvent judicieux de le voir comme un sous-anneau d’un anneau convenable. Par exemple, Z[i] = {a + ib; a,b € Z} est
un sous-anneau de C.

2.2 Idéaux et quotients
2.2.1 Définitions

Soit A un anneau.
Définition 2.2.1.1. Un idéal & gauche de A est un sous-groupe I c A pour la loi + tel que
(Vae A) Vzxel) axel.

On définit la notion d’idéal a droite de fagon analogue. Un idéal bilatére est un idéal a gauche qui est aussi un idéal a
droite (lorsque A est commutatif, les trois notions coincident). Un idéal I est dit strict si I # A (I’anneau A est toujours
un idéal, appelé idéal unité).

Exemple 2.2.1.2. Les idéaux de Z sont les nZ, avec n € N (en particulier, ils coincident avec les sous-groupes).

Exercice 2.2.1.3. Soient K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les idéaux a gauche, a
droite et bilatére de Endx (V).

Proposition 2.2.1.4. Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, alors Ker(f) est un idéal bilatére de A.

Démonstration. Bien entendu, f: A — B est un morphisme entre les groupes additifs sous-jacents : Ker(f) est un
sous-groupe de A. Sia € A et z € Ker(f), on a f(axz) = f(a)f(z) = 0, donc ax € Ker(f). On a de méme za € Ker(f). O

Remarque 2.2.1.5. Si f: A — B est un morphisme d’anneaux et J < B un idéal a gauche (resp. a droite), alors f~*(J)
est un idéal a gauche (resp. a droite) de A. Si I est un idéal & gauche, f(I) n’est pas un idéal & gauche de B en général
(sauf si f est surjectif).

Supposons maintenant A commutatif.

Définition 2.2.1.6. (i) Soit X une partie de A. L’idéal engendré par X est ’ensemble des combinaisons A-linéaires
d’éléments de X : .
{Emmi; neN,a1,...,an € A, x1,...,ZTn EX}.

i=1
Si X = {z1,...,z,} est fini, on note cet idéal z1A + -+ + z,A ou {(z1,...,Zs).
(ii) On en déduit immeédiatement la notion de famille génératrice d’un idéal (bien sir, il n’y a pas unicité). Un idéal qui
peut étre engendré par un seul élément est dit principal et un anneau intégre dont tous les idéaux sont principaux est
dit principal.
(iii) Un anneau est dit noetherien si tout idéal est de type fini (i.e. admet une famille génératrice finie). C’est une propriété
de finitude trés importante.
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Exemple 2.2.1.7. L’anneau Z est principal, tout comme ’anneau Q[X] (on va le prouver plus tard). Par contre, les
anneaux Q[X, Y] et Z[X] ne sont pas principaux.

Définition 2.2.1.8. Soient A un anneau et {Ix}rea une famille d’idéaux de A. On a que

ﬂb\et ZI,\

AeA AeA

sont des idéaux de A (rappelons que Y, I désigne ensemble des sommes finies ©1 +- - - + x, avec z; € I, ol A\; € A pour

AEA
tout i € {1,...,7}). En outre, si A = {1,...,n} est fini, on note I1I>-- - I,, I'idéal engendré par ’ensemble des produits
1Tz -+ Ty avec x; € I; pour tout j € {1,...,n}.

Exemple 2.2.1.9. Dans Z,on a 6Zn10Z =30Z,6Z +10Z =2Z et (6Z)(10Z) = 60 Z.

Définition 2.2.1.10. Rappelons que si A est un anneau unitaire, il existe un unique morphisme unitaire ca: Z — A.
Le noyau de ce morphisme étant un idéal de Z, il est de la forme car(A) Z avec car(A) € N. L’entier car(A) s’appelle la
caractéristique de 'anneau A.

Exemple 2.2.1.11. Les corps Q, R et C sont de caractéristique 0, tout comme ’anneau Z. Pour n € N-1, "anneau
Z /nZ est de caractéristique n. Si A est un anneau de caractéristique n, il en est de méme de l’anneau des polynomes
A[X].

Exercice 2.2.1.12. Un anneau fini et intégre est un corps.

Solution : Fixons a € A\{0} et considérons le morphisme de groupes (4, +) — (4, +) tel que = — az. Ce morphisme
de groupes est injectif, puisque son noyau est réduit a {04} par intégrité de A. Puisque A est fini, ce morphisme est
nécessairement bijectif et il existe alors x € A tel que ax = 14, donc tout élément a admet un inverse & gauche i.e. A est
un corps. (Remarquons que nous n’avons pas eu besoin de supposer que A est commutatif)

2.2.2 Quotients

Soit A un anneau.

Proposition 2.2.2.1. Les relations d’équivalence sur A qui sont compatibles avec les lois d’anneaux sont des relations
modulo un idéal bilatére.

Démonstration. Soit R une relation d’équivalence sur A. Notons I la classe d’équivalence de ’élément neutre et 7: A —
A/R la surjection canonique. Supposons R compatible aux lois d’anneaux. Comme dans la preuve de la proposition
1.1.3.6, cela implique que pour ai,a2 € A, on peut poser [ai] + [a2] = [a1 + a2] et [a1] - [a2] = [a1az2] et que ¢a
munit ’ensemble quotient A/R de deux lois de composition interne qui en font un anneau, tel que 7 soit un morphisme
d’anneaux. Cela montre que I = Ker(7) est un idéal bilatére. Si a1, a2 € A, on a alors :

a1Raz < 7w(a1) = w(az2) < a2 — a1 € Ker(m) =1
ce qui montre que R coincide avec la relation modulo I (& gauche ou a droite, c’est la méme chose). O

Soit I < A un idéal bilatére. Comme le groupe additif sous-jacent & A est abélien et I est un sous-groupe de A, on
peut former le groupe quotient A/I. Rappelons qu’en tant qu’ensemble, il s’agit des classes a + I avec a € A (on dit alors
que a est un représentant de la classe). La loi d’addition est définie par (a + I) + (b+ I) = (a + b) + I (cela ne dépend
pas des choix des représentants). Par ailleurs, on dispose de la projection canonique, c’est I'application 7: A — A/I qui
a I’élément a € A associe sa classe a + I modulo I. C’est un morphisme surjectif de groupes, de noyau I.

Proposition 2.2.2.2. Le groupe A/l est naturellement muni d’une structure d’anneau pour laquelle la projection ca-
nonique 7 est un morphisme d’anneaux. L’anneau ainsi obtenu s’appelle l’anneau quotient de A modulo I. Le couple
(A/I,m) a la propriété universelle suivante : si f: A — B est un morphisme d’anneaux tel que I < Ker(f), alors il existe
un unique morphisme d’anneaux f: A/I — B tel que f = fo.

A—1 B

A/l
Démonstration. e Sia,be Aet x,y€ I, on a
(a+z)b+y)=ab+ab+ay+ayecab+1

puisque I est un idéal bilatére. Cela montre que ab et (a + x)(b + y) appartiennent a la méme classe modulo I. Cela
implique que la classe modulo I du produit de deux éléments de A ne dépend que de la classe modulo I de ces éléments.
On peut donc définir une loi de composition interne sur A/I en posant (a+1)(b+1) = ab+1 pour a,b € A. L’associativiteé,
la distributivité et la commutativité de la loi ainsi obtenue se déduisent facilement des propriétés correspondantes de la
multiplication de A. Par construction, on a 7(ab) = w(a)w(b), ce qui montre la premiére moitié de I’énoncé.
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e Soit f: A — B un morphisme d’anneaux tel que I  Ker(f). Si )?existe, on a nécessairement f(a—i— I) = f(a) pour tout
a € A, d’ott 'unicité. Pour 'existence, il s’agit de vérifier qu’on peut définir une application fpar la formule précédente,
i.e. que f(a) ne dépend que de la classe a + I de a modulo I. Mais si z € I, on a z € Ker(f), d'ou f(a + z) = f(a). Le
fait que l'application ainsi obtenue est un morphisme d’anneaux résulte du fait que f en est un. Enfin, pour a € A, on a

(fom)(a) = fla+ 1) = f(a). O

Remarque 2.2.2.3. (1) Si A est commutatif, il en est de méme de A/I.

(2) On a I = Ker(m: A — A/I) et tout idéal bilatére peut étre vu comme le noyau d’un morphisme d’anneaux.

(3) Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, on dispose de la factorisation canonique f = fomou f: A/Ker(f) - B
est un morphisme injectif d’anneaux.

Si le morphisme f de départ est surjectif, le morphisme obtenu est alors un isomorphisme. C’est une fagon élégante de
construire des isomorphismes.

‘DESORMAIS, LES ANNEAUX SERONT TOUS SUPPOSES COMMUTATIFS. ‘

Soient A un anneau et I — A un idéal. Notons 7: A — A/I la surjection canonique. Si J < A est un idéal contenant
I, on dispose de 7(J) = J/I, c’est un idéal de A/I. Réciproquement, si J = A/I est un idéal, alors 7~ (J) est un idéal
de A qui contient I.

Proposition 2.2.2.4. Les applications :

{idéaux de A contenant I} < {idéaux de A/I}
J o n(J) = J/I

ﬂfl(j) —J
sont des bijections inverses I'une de l'autre. Par ailleurs, si J = A est un idéal contenant I et J = J/I, on a un
isomorphisme naturel : B
AJTS(A/))JT.

Démonstration. Si J < A/I est un idéal, on a w(n~*(J)) = J parce que 7 est surjective. Si J < A est un idéal contenant
I et J = J/I, on dispose du morphisme composé

AD Al — (A
Il est surjectif, comme composé de deux surjections canoniques. Son noyau est
a ') ={acA a+IcJ}=J

puisque I c J. En passant au quotient, cela fournit I’isomorphisme A/J >(A/I)/J. O

2.2.3 Le théoréme des restes chinois

Soit A un anneau.

Théoréme 2.2.3.1 (DES RESTES CHINOIS). Soient Ii,...,I, © A des idéaux tels que pour j # k, on ait [; + I, = A. On
aalors 1Io---In =TI nIan---n I, Enoutre, si m;: A — A/I; désigne la projection canonique, on a un isomorphisme
naturel :

AL I, S| [A/L

Jj=1

a—(mj(a))i<jsn

Démonstration.  On suppose n > 1 (sinon c’est trivial). Posons I = I1 et J = I---I,. Pour j € {2,...,n}, on a
I+1; = A:ilexiste a; € I et b; € I tels que aj+b; = 1. En développant le produit, on a (a2 +bz2)(az+b3) - - - (an+bn) = 1,
donc a+bgbs - - - b, = 1 avec a € I (car a est une somme de termes qui contiennent au moins un a;). On adonc I+J = A :
par récurrence (si le théoréme est vraie pour I, J et aussi pour Ia,..., I, alors il est vrai pour I1,...,I,), il suffit de
traiter le cas n = 2.

e On a toujours I11z € I1 n I2. Comme I; + Iz = A, il existe a1 € [1 et az € [z tels que a1 +a2 = 1. Sixz e [1 n Iz, on a
donc z = zai + xaz. Mais comme x € I3 et a1 € I1, on a xai € I1I>. De méme, on a xas € I112. Ainsi, [11s = I N Is.

e Notons m1: A — A/I1 et m2: A — A/I> les projections canoniques et posons

fr A= (A/L) x (A/)

a— (mi(a), m2(a))

un morphisme d’anneaux. Montrons qu’il est surjectif. Soit (x,y) € A?. Posons a = ya; 4+ xaz € A. On a a1 = 0 mod I
et a1 =1 mod I (puisque a1 = 1 — a2 € 1 + I3), donc ya; = 0 mod 1 et ya1 = y mod 2. De méme, zaz = 0 mod I et
zaz = x mod 1. Ainsi, a = x mod I1 et a = ymod I i.e. f(a) = (z + I,y + I2) d’ou la surjectivité de f. Comme le
noyau de f est Iy n Io = I; I, 'application f induit alors un isomorphisme : A/I1Is =>(A/I) x (A/I2). O
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Exemple 2.2.3.2. Soient ai,...,a, € Z des entiers non nuls deux a deux premiers entre eux (i.e. a; Z +ax Z = Z pour
j # k). On a alors que ’homomorphisme canonique :

Z/(a1a2-~~an)Z:>HZ/ajZ

Jj=1

est un isomorphisme. Bien siir, dans ce cas, c’est facile & prouver : 'injectivité résulte du lemme de Gauss et la surjectivité
suit par cardinalité (les deux anneaux ont méme cardinal |aiaz - - - an|). Mais ce théoréme des restes chinois sert dans
bien d’autres contextes.

Exercice 2.2.3.3. Soient a,b € Nx~q. Soient d et m leur pged et ppem respectivement. Montrer que

(Z /aZ) x (Z bZ) >(Z JdZ) x (Z /mZ).

2.3 Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition 2.3.0.1. Soient A un anneau et I & A un idéal strict.

(i) On dit que I est mazimal si pour tout idéal strict J < A,ona: I c J = J =1 (i.e. I est maximal pour l'inclusion
parmi les idéaux stricts de A).

(i) On dit que I est premier si : (V(a,b) € A%) abe I = (a€ I oube I).

Proposition 2.3.0.2. Tout idéal maximal est premier.

Démonstration. Soit I & A un idéal maximal et a,b € A tel que abe I. Si a ¢ I, alors I + (a) = A (par maximalité de
I), donc il existe z € A et y € I tels que y + za = 1. On a alors b = xab + yb € I, donc I est premier. O

Exemple 2.3.0.3. Les idéaux premiers de Z sont {0} et les pZ avec p premiers.

Proposition 2.3.0.4. Soient A un anneau et [ < A un idéal. On a les équivalences :
(i) A/I est un corps si et seulement si I est maximal ;
(ii) A/I est intégre si et seulement si I est premier.

Démonstration. (i) Sia € A, alors a+ I est inversible dans A/I si et seulement s’il existe b€ A tel que ab+1 =1+ 1 i.e.
1 € {a) + I soit encore si et seulement si I'idéal engendré par a et I est A tout entier. Ainsi, 'anneau A/I est un corps si
et seulement si pour tout a € A,ona {ay+1=A (sia¢ I)oulay+I =1 (siael). Mais ceci équivaut a la maximalité
de l'idéal I.

(i) Soient (a,b) € A%, on a (a + I)(b+ I) = I dans A/I si et seulement si ab+ I = I i.e. si et seulement si ab € I. Ainsi,
I'anneau A/I est intégre si et seulement si pour tout (a,b) € A2, ona:abel= (a+I=Toub+I=1)ieaclou
b e I, ce qui veut précisément dire que I est premier. O

Remarque 2.3.0.5. (1) Une autre fagon d’exprimer le point (i) de la proposition 2.3.0.4 est de dire qu’un anneau A est
un corps si ses seuls idéaux sont {0} et A. De ce point de vue, les corps sont les anneaux les plus simples qu’on puisse
imaginer.

(2) I résulte du point précédent que si K est un corps et f: K — A un morphisme d’anneaux, alors f est automatiquement
injectif.

(3) Comme tout corps est intégre, on retrouve le fait que tout idéal maximal est premier.

Proposition 2.3.0.6. Soient A un anneau et I < A un idéal. La bijection de la proposition 2.2.2.4 induit des bijections :

{idéaux premiers de A contenant I} « {idéaux premiers de A/I}

{idéaux maximaux de A contenant I} < {idéaux maximaux de A/I}.

Exercice 2.3.0.7. Soient Aq,..., A, des anneaux. Montrer que les idéaux premiers de I’anneau produit A; x --- x A,
sont de la forme A; X -+ - X Ap_1 X pp X Agy1 X -+ X Ap ou ke {l,...,n} et pp = Ai est un idéal premier.

Proposition 2.3.0.8. Si A est un anneau principal et I un idéal premier non nul, alors I est maximal.

Démonstration. Soit (ay = I & A un idéal premier non nul avec a € A. Soit (b) = J & A un idéal tel que I + J & A avec
b e A. 1l est clair que (a) < (b) si et seulement §’il existe ¢ € A tel que a = be. On a alors que bc € I, ce qui implique
que b € I ou ¢ € I par primalité de I, donc b = Ba avec f € A ou ¢ = ya avec v € A. Supposons ¢ = vya, on a alors
a = bc = bya. Puisque A est intégre, 1 = by donc b e A* et J = (by = A, ce qui est absurde. On a donc b = Ba. Ainsi,
a = bc = Bac, donc 1 = fc puisque A est intégre i.e. 5 € A*. On a alors {a) = (b) i.e. [ = J, donc I est maximal. O

Exemple 2.3.0.9. Soient A = Q[X,Y] et I = (X) c A. L’anneau A/I ~ Q[Y] est intégre, mais ce n’est pas un corps :
I'idéal I est donc premier non nul. La proposition précédente implique donc que A n’est pas principal.
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2.3.1 Interlude : ’axiome du choix et ses avatars

Les fondements logiques des mathématiques reposent sur les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
(dont on ignore encore si elle est consistante). L’axiome du choix est le suivant : un ensemble E d’ensembles non vides
mutuellement disjoints admet une fonction de choix, c’est-a-dire une application qui & chaque A € E associe un élément
de A. Il est équivalent aux propriétés suivantes :

e toute surjection posséde une section ;

e tout produit d’ensemble non vides est non vide.

Cet axiome est indépendant de la théorie ZF, ce qui signifie que si ZF est consistante, il en est de méme de ZFC (ZF
+ axiome du choix) et de ZF « non » C (ZF + négation de axiome du choix). Bien entendu, la quasi-totalité des gens
utilisent ’axiome du choix, i.e. travaillent dans ZFC. Un énoncé équivalent & ’axiome du choix est le suivant.

Définition 2.3.1.1. Un ensemble partiellement ordonné (E, <) est inductif si toute chaine (i.e. partie totalement ordon-
née) de E admet un majorant.

Théoréme 2.3.1.2 (ZorN). Tout ensemble inductif non vide admet un élément maximal.

Cet énoncé a de trés nombreuses conséquences :

e tout ensemble peut étre muni d’'un bon ordre;

e le théoréme de la base incompléte en dimension quelconque ;

e le théoréme de Tychonov (un produit d’espaces compacts et compact) ;

o le théoréme de Krull (cf. ci-dessous) ;

o le théoréme de Hahn-Banach (toute forme linéaire continue sur un sous-espace d’un espace de Banach se prolonge
a tout ’espace en une forme linéaire de méme norme) ;

e le paradoxe de Banach-Tarski ;

e ’existence de parties de R non mesurables au sens de Lebesgue;
et bien d’autres...

Théoréme 2.3.1.3 (KRULL). Soient A un anneau et I & A un idéal strict. Il existe alors un idéal maximal m < A tel
que I < m. En particulier, tout anneau admet au moins un idéal maximal.

Démonstration. Considérons & = {idéaux J & A qui contiennent I'}. Cet ensemble est non vide puisque I € &. On
ordonne & par l'inclusion i.e.

Ji < e J .
Montrons que (&, <) est inductif. Soit (Jx)xea une chaine dans (&, <). Posons J = |J Jx < A. C’est un idéal de A. Soit

AeA
z,y€ Jetae A Il existe A\, u € A tel que z € Jx et y € J,. Par hypothése, Jx < J,ou J, < Jx. SiJy < J,,onaxe J,

et comme y € J,, alors ¢ +ay € J, < J. De méme, si J, < Jy,onax+aye J.SiJ=A,onaleJ,doncil existe A € A
tel que 1 € Jy i.e. il existe A € A tel que Jy = A, ce qui est absurde. On a donc J € & et J est un majorant de (Jx)aea-
D’aprés Zorn, & contient un élément maximal m. Soit / € m & A. Par maximalité, m est un idéal maximal de A. O

Exercice 2.3.1.4. (1) Soient f: A — B un morphisme d’anneaux et J < B un idéal premier. Montrer que f~*(J) est un
idéal premier de A. Est-ce encore vrai si on remplace « premier » par « maximal » 7

(2) Soit I & A un idéal. Montrer que I est maximal si et seulement si pour tout a € A\, il existe b € A tel que 1 —ab € I.
(3) Un anneau dans lequel tout idéal strict est premier est un corps.

(4) Soient K un corps et X un ensemble fini. Quels sont les idéaux maximaux de .% (X, K)?

2.3.2 Applications : construction de R et de C

Le corps Q est muni d’une relation d’ordre total < (siz = § et y = § avec a,c€ Z et b,d € Nxog,on a x < y si et
seulement si ad < ¢b dans Z). Cette relation est compatible avec l'ordre : six < yet ze Q,onaxz+ 2z <y+ z et sien
outre z = 0, on a zz < yz. A partir de 1, on peut définir la valeur absolue d’un élément z € Q : on a |z| = max{z, —z}

et on peut commencer & faire de la topologie.

Définition 2.3.2.1. Rappelons qu’étant donné un espace métrique (X, d), une suite (Zn)nen & valeurs dans X est dite
de Cauchy si pour tout € € Q_,, il existe N € N tel que pour n,m > N, on ait d(xy,,zm) < e. Toute suite convergente
est de Cauchy, mais la réciproque est fausse en général. On dit que (X, d) est complet si ses suites de Cauchy convergent
dans X.

L’espace métrique (Q, | - |) n’est pas complet (il existe une suite (x,)nen de rationnels positifs telle que lim z2 = 2,
n—0oo0

elle est de Cauchy mais ne converge pas, parce que 2 n’est pas un carré dans Q). Pour pouvoir faire de l’analyse, on a
besoin de compléter Q. On procéde de la fagon suivante : notons A I’ensemble des suites de Cauchy a valeurs dans Q.
(’est un sous-anneau de ’anneau produit QY (laddition et la multiplication se font composante par composante). On
dispose du morphisme ¢: Q — A qui & z € Q associe la suite constante égale & z. Notons m « QN I'ensemble des suites
qui tendent vers 0. C’est un idéal de A : on pose

R:=A/m

et on note m: A — R la surjection canonique.
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Théoréme 2.3.2.2. (i) L’idéal m < A est maximal, donc R est un corps. Le composé moc: Q — R est injectif : il permet
de voir Q comme un sous-corps de R.

(i1) Si (zn)neN, (Yn)nen € A ont pour images = et y dans R, on écrit z < y si x = y ou s'il existe € € Q. tel que
Ty + € < yn pour n € N5g. Cela définit une relation d’ordre total sur R, qui prolonge celle sur Q. Cela permet en
particulier de définir la valeur absolue | - | sur R (qui prolonge celle sur Q).

(iii) L’espace métrique (R, |- |) est complet.

(iv) (PROPRIETE UNIVERSELLE). Si (K |-|) est un corps valué complet contenant Q et dont la valeur absolue | - | induit
la valeur absolue « habituelle » sur Q, alors il existe un unique morphisme de corps valué R — K.

Remarque 2.3.2.3. Le corps ordonné R a la propriété de la borne supérieure. En effet, soit £ < R une partie non vide
et majorée. Soient © € F et M € R un majorant de E. On construit par dichotomie des suites (Zn)nen €t (Yn)nen de
réels tels que la suite (zn)nen soit croissante, (yn)nen décroissante et x,, € E et y, est un majorant de E pour tout
n € N. On procéde de la fagon suivante. On pose xop = x et yo = M. Si zo,...,Zn €t yo,...,yn sont construits, on pose

si

In;ﬁyn )

_ (xm
(Pt i) = (*25¥=, y,)  sinon

z"gy" est un majorant de F

Les suites (Zn)nen €t (Yn)nen sont adjacentes : elles sont en particulier de Cauchy. Elles convergent donc dans R (par
complétude) vers une limite commune ¢, qui est la borne supérieure de E.

Le corps R est gros et sympathique, mais il a un défaut : certains polynémes non constants n’ont pas de racine (du
fait que c’est un corps ordonné, les nombres négatifs ne sont pas des carrés). On pose donc

C = R[X]/({X? + 1).

C’est un corps parce que X2 + 1 est irréductible dans R[X] : on I'appelle le corps des nombres complexes. Si on note
¢ image de X dans le quotient, on a C = R®i R (comme R-espace vectoriel), ce qui implique que C est complet
et i2 = —1. Dans C, on peut donc extraire les racines carrées des réels négatifs et plus généralement, de tout nombre
complexe. Les formules bien connues montrent alors que tout trindémes du second degré a coefficients dans C admet une
racine. En fait on a bien mieux : tout polynome & coefficient dans C est scindé. C’est le théoréme de d’Alembert-Gauss
(cf. chapitre 3). Le corps ainsi construit a donc de bonnes propriétés algébriques et topologiques.

2.4 Anneaux principaux, anneaux factoriels

Dans toute cette section, A désigne un anneau intégre.

2.4.1 Définitions

Définition 2.4.1.1. Soient a,b € A\{0}. On dit que b divise a et on note b | a sl existe ¢ € A tel que a = be (on dit aussi
que b est un diviseur de a et que a est un multiple de b). Cela équivaut a {(a) < (b) (on note bt a dans le cas contraire).

Remarque 2.4.1.2. Cette relation d’ordre n’est pas totale en général. Par exemple, sur Z, c’est la relation de divisibilité
habituelle. On a 2 | 6, mais on n’a pas de relation de divisibilité entre 2 et 3.

Définition 2.4.1.3. Soient a,b e A\{0}. On dit que a et b sont associés si a | bet b | a.

Comme A est intégre, a et b sont associés si et seulement s’il existe u € A* tel que b = ua, soit encore si et seulement
si {ay = (b). Il est immédiat que la relation « &tre associés » est une relation d’équivalence (les classes d’équivalence sont
les parties de la forme (a)* pour a € A\{0}) : notons la ~. La relation de divisibilité munit (A\{0})/ ~ d’une relation
d’ordre.

Définition 2.4.1.4. Soit m € A\{0}.
(i) On dit que 7 est irréductible dans A si w ¢ A et

(Va,be A) (m=ab=> (a€ AX oube AX))

(les seuls diviseurs de 7 sont les unités et les éléments associés a ).
(ii) On dit que 7 est premier si I'idéal principal (m) est premier.

Remarque 2.4.1.5. Par convention, 0 n’est pas premier alors que I'idéal nul I’est (rappelons qu’on a supposé A intégre).
Proposition 2.4.1.6. Un élément premier est irréductible.

Démonstration. Supposons 7w premier et m = ab avec a,b € A. Par définition, on a : ab € () = (a € {(m) ou b € {(m)).
Supposons a € (), il existe « € A tel que a = 7wa, donc m = ab = wab i.e. 1 = ab (car A intégre et m # 0), d’ou
be A*. O

Remarque 2.4.1.7. La réciproque est fausse en général.
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Exemple 2.4.1.8. Soit A = Z[v/-=5] = {x + yv/=5; z,y € Z}. Cest un sous-anneau de C. On dispose du morphisme
d’anneaux f: Z[T] — C qui envoie T sur /—5. On a Im(f) = A et T? + 5 € Ker(f). Soient P(T) € Ker(f) et P(T) =
(T?4+5)Q(T) +z +yT avec z,y € Z la division euclidienne de P(T') par T? +5 dans Z[T]. On a 0 = f(P(T)) = x+y+/—5
de sorte que 2* = —5y?%, ce qui implique 2 = y = 0 et donc P(T) € (T? + 5). Tl en résulte que Ker(f) = (T? + 5) et que
f induit un isomorphisme
Z[T|{T? +5) > A.
On a alors A/2A4 5(Z /2Z)[T|KT? + 5) = (Z /2Z)[T]/{T + 1), ce qui montre que A/2A n’est pas réduit, donc pas
intégre : I’élément 2 n’est pas premier dans A. Montrons qu’il est néanmoins irréductible. Posons z = z + y+/—5 et
introduisons 'application

N:A->N
2 |2]? = 2° + 5y’

Si z1,22 € A, on a N(z122) = N(z1)N(z2). Supposons 2 = ab avec a,b € A : on a donc 4 = N(2) = N(a)N(b). Cela
implique que N(a), N(b) € {1,2,4}. L’équation 2> + 5y = 2 n’a pas de solution dans Z? : on a nécessairement N(a) = 1
ou N(b) =1,ie.ae A oube A (sia =z +yy/—be A vérifie N(a) = 1, alorsaec A" et a™! =a=x —y/—5¢€ A).

Exercice 2.4.1.9. (1) Soient K un corps, T une indéterminée et A = K + T>K[T] < K[T] (on a vu plus haut que
K[X,Y]/(Y? — X*)5 A). Montrer que T? est irréductible mais pas premier dans A.

(2) Soient a,b € A tels que a € A* ou bien a irréductible et a ne divise pas b. Montrer que aX + b est irréductible dans
A[X].

2.4.2 Anneaux factoriels

Les éléments irréductibles sont donc ceux qui ne peuvent s’exprimer comme un produit non trivial, i.e. ce sont les
« atomes » pour la multiplication.

Les anneaux (intégres) dans lesquels tout élément non nul peut se décomposer de fagon « unique » en produit
d’éléments irréductibles sont particuliérement agréables.

Définition 2.4.2.1. Soit a € A\{0}. Une factorisation en produit d’éléments irréductibles de a est une écriture de a sous
la forme
a=m - Tr

avec 71,...,m, € A irréductibles. On dit qu’une telle décomposition est unique si pour toute autre factorisation a =
D1+ Ds avec pi,...,ps € A irréductibles, alors r = s et quitte & renumeéroter, on a {m;y = (p;) (i.e. m; et p; sont associés)
pour tout ¢ € {1,...,7r}.

On dit que A est factoriel si tout élément non nul admet une unique factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Remarque 2.4.2.2. Par convention, tout élément inversible admet une unique factorisation en produit d’éléments irré-
ductibles.

Dans la pratique, si A est factoriel, on se fixe une famille de représentants P = {mx}rea des classes des éléments
irréductibles modulo la relation « étre associé ». Tout élément a € A\{0} s’écrit alors de fagon unique

— LD
a—ul_[wA

AEA
avec u € A et (nx)rea une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini).

Définition 2.4.2.3. Soit 7 un élément irréductible de A. Il existe un unique X € A tel que {7) = (). La multiplicité nx
s’appelle la valuation de a en 7. On la note vx(a). On pose v (0) = +00.

Proposition 2.4.2.4 (PROPRIETES DES VALUATIONS). Soient a,b€ A. On a :

(i) d’une part, vz (ab) = vz(a) + v=(b) et d’autre part, v(a + b) = min{v.(a),v-(b)} (avec égalité si vr(a) # vr(b)) pour
tout w € A irréductible;

(ii) a | b si et seulement si pour tout m € A irréductible, on a vx(a) < vx(b);

(iii) @ € A si et seulement si pour tout m € A irréductible, on a v, (a) = 0.

Démonstration. Cela résulte immédiatement des définitions et de l'unicité de la factorisation en produit d’éléments
irréductibles. O

Exemple 2.4.2.5. (1) Un corps est factoriel (tout élément non nul est inversible).

(2) On sait (mais on va le redémontrer plus loin) que 'anneau Z est factoriel (les nombres premiers étant un systéme de
représentants des éléments irréductibles). Il en est de méme de A[X] si A est factoriel (théoréme de transfert, comme vu
plus loin).

(3) Le sous-anneau Z[+/—5] de C n’est pas factoriel, car 2,3, 1+ /=5 et 1 — 4/=5 sont irréductibles, les unités sont +1,
mais 2 x 3 = (14 +/=5)(1 — 4/=5) : on n’a pas unicité de la décomposition de 6 (exercice). De méme, si K est un corps
et T une indéterminée, le sous-anneau K +T2K|[T] < K[T] n’est pas factoriel (parce que (T%)® = T® = (T®)?, exercice).
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Proposition 2.4.2.6. Supposons A factoriel. Si w € A, alors 7 est irréductible si et seulement si 7w est premier, i.e. si et
seulement si on a,

(V(a,b) e A?) w|ab= (7 |aour|b).

Démonstration. Supposons m irréductible et 7 | ab, on a vr(a) + vx(b) = vx(ab) = 1 et donc vr(a) =1 ou vx(b) =1 i.e.
7 | a ou 7 | b. La réciproque est la proposition 2.4.1.6. O

Exemple 2.4.2.7. On a vu que Z[v/—5] et K+T?K[T] (avec K un corps et T une indéterminée) contiennent des éléments
irréductibles non premiers : cela redémontre le fait qu’ils ne sont pas factoriels.

L’énoncé qui suit montre que dans la définition d’un anneau factoriel, 'unicité résulte de la condition « irréductible
= premier ».

Proposition 2.4.2.8. L’anneau A est factoriel si et seulement si tout élément non nul de A admet une factorisation en
produit d’éléments irréductibles et si tout élément irréductible est premier.

Remarque 2.4.2.9. Lorsque A est naethérien, il admet une factorisation en produits d’éléments irréductibles.

Démonstration. On sait déja que si A est factoriel, alors tout éléments irréductible est premier (proposition 2.4.2.6).
Réciproquement, supposons que tout élément admet une factorisation en produit d’éléments irréductibles et que tout
élément irréductible est premier : il s’agit de prouver 'unicité. Supposons donc qu’on a une égalité d’idéaux (a) =
w1 -mrA=p1---psAavecT,..., T, Pp1,...,Ps irréductibles : il s’agit de montrer que r = s et que quitte a renuméroter,
on a m;A = p;A. Quitte & échanger les deux écritures, on peut supposer que r < s : on procéde par récurrence sur r.
Sir =0, alors a € A*, ce qui implique s = 0. Supposons r > 0. On a 7, | p1---ps : comme 7, est premier, il existe
ief{l,...,s} tel que m, | p; et donc 7, A = p; A vu que p; est irréductible. Quitte & renuméroter, on peut supposer que
i=setonam - -pr—1A4=p1---ps—14 et 'hypothése de récurrence permet de conclure. O

2.4.3 Pgcd, ppcm

Supposons A factoriel.

Définition 2.4.3.1. Soient a,b € A. On appelle pged (plus grand commun diviseur) -resp. ppem (plus petit commun
multiple)- de a et b un plus grand minorant -resp. un plus petit majorant- de {a, b} pour la relation de divisibilité. On
les note pged(a,b) et ppecm(a,b) respectivement. On dit que a et b sont premiers entre euz si pged(a,b) = 1.

Remarque 2.4.3.2. (1) Rigoureusement, pgcd(a,b) et ppcm(a,b) sont des classes d’équivalence pour la relation « étre
associé ». On commettra systématiquement ’abus de noter de la méme fagon des représentants de ces classes. Dans Z
par exemple, on écrira pged(6,10) = 2 au lieu de pged(6,10) = {£2}. Dans ce qui suit, des égalités impliquant des pged
et des ppcm doivent donc étre comprises & multiplication par une unité prés.

(2) Siace A, on a pged(a,0) = a et ppcm(a,0) = 0.

Comme plus haut, fixons une famille de représentants P = {mx}rea des classes des éléments irréductibles modulo la
relation « étre associé ». Soient a,b € A\{0}. L’anneau A étant factoriel, il existe u,v € A* et des familles (nx)ea et
(mx)aen dans N@) telles que les factorisations en produits d’éléments irréductibles de a et b soient

a=ul_[71':A b=vl~[71'i\"A
AeA AeA

alors on a

pgcd(a,b) = H ﬂ.;nin{nxymx} pged(a, b) = H ﬂ_;lax{nk,mk}.
AeA AEA
En d’autres termes, pour tout 7w € A irréductible, on a

vx(pged(a, b)) = min{vx(a), vx(b)}
vx(ppem(a, b)) = max{vr(a), vx(b)}.
On remarque qu’on a pged(a,b) ppcm(a, b) = ab.
Remarque 2.4.3.3. (1) Ce qui précéde montre 'existence du pged et du ppem dans un anneau factoriel. Les notions
existent dans un anneau quelconque, mais en général, le pged et le pccm n’existent pas.

(2) Par induction, on peut facilement étendre la définition et parler du pged et du ppem d’une famille finie d’éléments
non nuls.

Définition 2.4.3.4. Sia,be A, il existe u,v € A tels que au + bv = d : une telle égalité s’appelle relation de Bézout. Bien
entendu, il n’y a pas unicité en général.

Proposition 2.4.3.5 (LEMME DE GAUSs). Soient a,b,c € A\{0} tels que pged(a,b) = 1. Sia | be, alors a | c.
Démonstration. On donnera ici deux démonstrations du lemme. Une par la relation de Bézout et une avec les valuations.
e Par la relation de Bézout, il existe u,v € A tel que 1 = au + bv. Ainsi, on a ¢ = acu + bev, mais acu, bev € {a), donc
celay i.e alec.

e Si € A est irréductible et divise a, on a v=(b) = 0 vu que m { b (car a et b sont premiers entre eux). On a donc
vr(a) < vr(be) = vx(c). Comme c’est vrai pour tout 7w premier divisant a, on a a | c. O

Exercice 2.4.3.6. Soient A un anneau factoriel et a, b, c € A. Montrer que

pged(a, b, ¢) = pged(a, pged(b, c)).
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2.4.4 Anneaux principaux

Dans ce numéro, on suppose que A est principal.

Lemme 2.4.4.1. Soit a € A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a est irréductible;

(ii) {a) est un idéal maximal ;

(iii) @ est premier.

Démonstration. (ii) = (iii) = (i) est évident. Il reste donc & montrer (i) = (ii). Supposons a irréductible : on a {(a) # A.
Soit I < A un idéal propre tel que {(ay < I. Il existe b € A tel que I = (b) et on a b | a. Comme a est irréductible et
b¢ A* (parce que I # A), cela implique que a et b sont associés, i.e. que I = {a). Cela montre que {a) est maximal. O

Remarque 2.4.4.2. On retrouve la proposition 2.3.0.8.
Lemme 2.4.4.3. Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

Démonstration. Soit (In)n une suite croissante d’idéaux de A. Posons I = |J In, c’est un idéal de A car (In)n est
neN
croissante (ce n’est rien d’autre que la somme des I,,). L’anneau A étant principal, il existe a € A tel que I = (a). Il

existe donc ng € N tel que a € I,,,. Les inclusions (a) c I, € I = {a) sont donc des égalités et la suite (I,)nen est
stationnaire & partir de ng. O

Proposition 2.4.4.4. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.4.2.8 et le lemme 2.4.4.1, il suffit de montrer que tout élément a € A\{0} admet
une factorisation en produit d’éléments irréductibles. Si a est inversible, on a fini. Dans le cas contraire, 'idéal {(a) est
strict : il est contenu dans un idéal maximal. D’apreés le lemme 2.4.4.1, il existe m1 € A irréductible tel que {a) = m1 A : on
peut écrire a = m a1 avec a1 € A\{0}. En itérant ce qui précéde, on construit des suites m1,...,m, et a1, ..., a, telles que
ak—1 = mra pour tout k € {1,...,n} (avec la convention ap = a). Si on pouvait continuer indéfiniment, cela fournirait
une suite strictement croissante d’idéaux (arA)ren, contredisant le lemme précédent : le processus s’arréte en un nombre
fini d’étapes, i.e. il existe n € N tel que a, € A*. L’écriture a = m - - - mra, est une factorisation en produit d’éléments
irréductibles. O

Remarque 2.4.4.5. Si A est un anneau principal, on a une caractérisation importante du pged et du ppcm de deux
éléments a,b € A. On a pgcd(a,b)A = {a,b) et ppcm(a,b)A = {a) n (b). Montrons-le pour le pged (la preuve pour le
ppcm est analogue). Comme A est principal, il existe d € A tel que {a, by = {(d). Comme z € A divise a et b si et seulement
si (ay < (x) et (by < {(x) i.e. {d) = {x), on a bien pgcd(a,b) = d. En particulier, si a,b € A, il existe u,v € A tel que
au + bv = d (relation de Bézout).

II ne faut pas croire que cette caractérisation est valable dans tout anneau factoriel. Par exemple, on peut montrer
que Q[X,Y] est factoriel. Comme X et Y sont irréductibles et premiers entre eux, on a pged(X,Y) = 1, bien que
(X,Y) # Q[X,Y] (cest I'idéal des polyndmes qui s’annulent en (0, 0)). Bien str, cela vient du fait que 'anneau Q[X, Y]
n’est pas principal.

Exemple 2.4.4.6. Si K est un corps et n € N1, Panneau K[X1,...,X,] est factoriel mais pas principal. De méme,
Panneau Z[X] est factoriel mais pas principal (I'idéal engendré par 2 et X n’est pas principal).

Exercice 2.4.4.7. Soit A un anneau factoriel tel que pour tout a,b € A, 'idéal {(a,b) est principal. Montrer que A est

principal.

2.4.5 Anneaux euclidiens

Ici, A est un anneau intégre.

Définition 2.4.5.1. L’anneau A est dit euclidien s’il existe une application ¢: A\{0} — N telle que pour tout (a,b) €
A x A\{0}, il existe ¢, € A tels que

a=>bg+ret(r=0oudqp(r)<aqpb).

Une telle application ¢ s’appelle alors un stathme euclidien. Une écriture a = bq + r s’appelle une division euclidienne
de a par b, ’élément q s’appelle alors « le » quotient et r « le » reste de la division.

Remarque 2.4.5.2. (1) Si A est un anneau euclidien, il n’y a pas unicité d’un stathme euclidien sur A. En outre, on ne
requiert par I'unicité du quotient et du reste.
(2) Supposons A euclidien et soit ¢: A\{0} — N un stathme euclidien. Pour a € A\{0}, posons

P(a) = min ¢(ax).

ze A\{0}

L’application ¢: A\{0} — N est alors un stathme euclidien sur A qui vérifie en outre « a | b = 1(a) < 9(b) » (exercice).
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Exemples 2.4.5.3. (1) Tout corps est un anneau euclidien. L’anneau Z est euclidien, avec le stathme donné par ¢(a) = |al
(valeur absolue). Dans ce cas, la division est la division euclidienne habituelle (on a unicité -au signe prés- dans ce cas).
Si K est un corps, ’anneau de polynémes K[X] est euclidien, avec le stathme donné par ¢(P) = deg(P). La encore, on
a la division euclidienne habituelle et elle est unique.

(2) L’anneau Z[i] = {a +ib}4pez = C des entiers de Gauss est euclidien, muni du stathme ¢(a 4 ib) = a* 4+ b* (exercice).

Proposition 2.4.5.4. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soient A un anneau euclidien, ¢: A\{0} — N un stathme euclidien et I < A un idéal. Montrons que I
est principal. On peut supposer I # 0. Dans ce cas, ¢(I\{0}) est une partie non vide de N, elle admet donc un plus petit
élément : soit b € I\{0} un élément tel que ¢(b) soit minimal. On a bien str (by c I. Réciproquement, soit a € I. Il existe
g,re Atelsque a=gb+retr=0o0ud¢(r) < @(). Supposons r # 0 : on a ¢(r) < ¢(b). Mais r = a — gb € I et comme
r # 0, on a ¢(b) < ¢(r) par minimalité de ¢(b), ce qui est contradictoire. On a donc en fait r = 0 et a = ¢gb € (b). Ainsi,
(b) est principal. O

On a donc les implications :

’ corps = euclidien = principal = factoriel = intégre

et la remarque suivante.

Remarque 2.4.5.5. Il existe des anneaux qui sont principaux, mais pas euclidiens. Par exemple, Z [%] c C est
principal mais pas euclidien. Ainsi, les implications qui précédent ont toutes des réciproques fausses.

Corollaire 2.4.5.6. Soit K un corps, les anneaux Z et K[X] sont principaux, donc factoriels.

Remarque 2.4.5.7. Dans les anneaux euclidiens, on dispose de 'algorithme d’Euclide (étendu), qui permet de calculer
le pged de deux éléments (de trouver une relation de Bézout).

Exercice 2.4.5.8. (1) Soient n,m € N~q. Calculer pged(X™ — 1, X™ — 1) dans Q[X].
(2) Montrer que Panneau Z[j] = {a + bj}a,pez < C est euclidien.

2.5 Anneaux de séries formelles, anneaux des polynémes

Soit A un anneau.

Définition 2.5.0.1. L’anneau des séries formelles a coefficients dans A est 'ensemble AN des suites a valeurs dans A
muni des deux lois suivantes :

(an)nEN + (bn)neN = (an + bn)neN

(an)nEN X (bn)neN = (Cn)nEN

n
ol ¢p = Y, arbn_k.

k=0
Remarque 2.5.0.2. Bien entendu, il ne faut pas le confondre avec 'anneau AN muni des lois composante par composante
défini plus haut.

Notons X I’élément (0, 1,0,0,...) € AN : par définition, on a X™ = (0,...,0,1,0,...) pour tout n € N et par linéarite,
on a

o)
(an)neN = Z aan

n=0

c’est sous cette forme qu’on écrit une série formelle dans la pratique.

Définition 2.5.0.3. (i) Avec la notation précédente, X s’appelle 1'indéterminée. On parle alors de 1’anneau des séries
formelles en I'indéterminée X a coefficients dans A et on le note A[XT].

(ii) L’anneau des polynémes en 'indéterminée X a coefficients dans A est le sous-anneau A[X] de 'anneau A[X]
constitué des suites a support fini.

Remarque 2.5.0.4. Un polynéme s’écrit donc comme une somme finie

P(X) =ag+ a1 X +a2X2 =+ .- -‘radXd.

@
Définition 2.5.0.5. (i) Si f(X) = >, an X" € A[X], Pélément ao s’appelle le coefficient constant de f(X).

n=0
(i) Soit P € A[X]\{0}. On peut écrire de facon unique P(X) = ap + a1 X + aaX? + --- + a4 X? avec aqg # 0. L’entier
d s’appelle le degré de P : on le note deg(P) (par convention, on a deg(0) = —o0). L’élément aq s’appelle le coefficient
dominant de P. On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.
(iii) Un polynéme dont tous les coefficients sont nuls sauf un seul (i.e. de la forme aX?) s’appelle un mondme.

Remarque 2.5.0.6. L’application A — A[X] qui envoie a sur (a,0,...) est un morphisme injectif d’anneaux : ’anneau
A est donc naturellement un sous-anneau de A[X] (polynomes constants). Idem avec les séries formelles.
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Proposition 2.5.0.7. Si P,Q € A[X], on a :

deg(P + Q)
deg(PQ)

max{deg(P), deg(Q)}
deg(P) + deg(Q).

Ces inégalités sont strictes en général. La premiére est une égalité si deg(P) # deg(Q) et la deuxiéme si le coefficient
dominant de P ou de @ n’est pas un diviseur de zéro (automatique lorsque A est intégre).

<
<

Démonstration. Ecrivons P(X) = ao+a1 X +---+aaX% et Q(X) = bo+b1 X +---bs X°, avec d = deg(P) et § = deg(Q).
On a
PQ(X) = aobo + (a1bo + aoh)X + - -+ + agbs X0

ce qui montre que deg(PQ) < d + §. Lorsque A est intégre, on a aqbs # 0 et donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). O
Exemple 2.5.0.8. Si P =Q =1+ 2X € (Z/4Z)[X], alors PQ = 1 est de degré 0.

Corollaire 2.5.0.9. Si A est intégre, il en est de méme pour A[X].

Démonstration. Si P,Q € A[X]\{0}, alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) = 0 (car A est intégre), d’ou PQ # 0. O

Exercice 2.5.0.10. (1) Montrer que si A est intégre, il en est de méme de A[X].
(2) Soit A un anneau intégre. Montrer que A[X]* = A*. Décrire A[X]*.

Théoréme 2.5.0.11 (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient A un anneau et P, D € A[X]. On suppose que le coefficient dominant
de D est inversible. 1l existe alors un unique couple (@, R) € A[X] tel que

P=QD+R
deg(R) < deg(D)

Le polynome Q (resp. R) s’appelle le quotient (resp. le reste) dans la division euclidienne de P par D.

Démonstration. Unicité : Soient (Q1, R1) et (Q2, R2) tels que P = Q1D+ R1 = Q2D + Rz et deg(R1),deg(R2) < deg(D).
On a donc Ry — R1 = (Q1 — Q2)D, de sorte que deg(D) + deg(Q1 — Q2) = deg(R2 — R1) < deg(D) (I'égalité provient
du fait que le coefficient dominant de D n’est pas diviseur de zéro, cf. proposition 2.5.0.7). Comme deg(D) € N, cela
implique deg(@Q1 — Q2) < 0 et donc Q1 — Q2 = 0, ce qui montre que Q2 = Q1 et donc aussi Ry = Ry.

Existence : Si deg(D) = 0, alors D est constant et on a Q = D™'P, R = 0. Supposons désormais que deg(D) > 0. On
procéde par récurrence sur deg(P). Si 0 < deg(P) < deg(D), alors Q = 0 et R = P. Supposons n := deg(P) > d :=
deg(D). Ecrivons P = an X" +an_1 X" ' 4---+aget D =bgX%+---+by:onabge AX. Posons P = beglanX’“dD :
on a deg(P) < n. Par hypotheése de récurrence, il existe Q, R € A[X] tels que P = QD + R et deg(R) < deg(D). Posons
alorsQ:bglanX”7d+@€A[X] :ona P=Q@QD+ R. O

Remarque 2.5.0.12. Si K est un corps, la division euclidienne par un polynéme non nul existe toujours dans K[X]. A
contrario, si A n’est pas un corps, on n’a pas de division euclidienne pour tout D non nul. Par exemple, il n’existe pas
de division euclidienne de X par 2 dans Z[X].

Proposition 2.5.0.13 (PROPRIETE UNIVERSELLE). Soient f: A — B un morphisme d’anneaux et b € B. Il existe un
unique morphisme d’anneaux f: A[X]| — B tel que f(a) = f(a) pour tout a € A et f(X) =b.

Démonstration. Si f existe et P(X) = ap + a1X + --- + a, X" € A[X], on a nécessairement f(P) = f(ao) + f(a1)b +
-+ + f(an)b™, ce qui montre 'unicité. Il est immeédiat que la formule qui précéde définit bien un morphisme d’anneaux
A[X] — B ayant les propriétés requises. O

Dans la pratique, si P € A[X], on note P(b) 'élément f(P) € B.

Définition 2.5.0.14. Soient A un anneau et « € A. Le morphisme d’évaluation en « est 'unique morphisme ev, : A[X] —
A prolongeant l'identité de A et envoyant X sur a (explicitement, ev, envoie agp + a1 X + --- + agX? sur P(a) =
ap + a1 + - - - +ado¢d).

Remarque 2.5.0.15. Un polynoéme P € A[X] fournit donc I'application :

A— A
a+— P(a)

Les fonctions ainsi obtenues sont appelées fonctions polynomiales. 11 faut néanmoins se garder de confondre un polynéme
avec la fonction polynomiale qu’il définit. Par exemple, si A = Z /2 Z, le polynéme X2 — X est non nul, mais ne prend que
des valeurs nulles sur Z /2 Z. Plus précisément, on dispose du morphisme A[X] — #(A, A) qui & un polynoéme associe
sa fonction polynomiale. Il n’est pas injectif en général. Il I'est lorsque A est un corps infini (exercice).
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Exemple 2.5.0.16. Considérons le sous-anneau A = Z[i] = {a+1b; a,b € Z} de C. On dispose du morphisme f: Z[X] —
A qui envoie X sur i. Il est surjectif et la division euclidienne implique que Ker(f) = (X? + 1). En passant au quotient,
on obtient un isomorphisme

ZX]/(X? + 1) 5 2Z[i].
De méme, on a un isomorphisme R[X]/{X? + 1) C induit par le morphisme R[X] — C déduit de I'inclusion R = C
et qui envoie X sur 4.

Exercice 2.5.0.17. Soient A un anneau, I < A un idéal. On dispose dans A[X] de I'idéal I A[X] engendrée par I. Montrer
qu’on a un isomorphisme naturel
A[X]/TA[X] —=(A/D[X].

Définition 2.5.0.18. (i) Si A est un anneau, on définit Panneau des polynoémes en les indéterminées Xi,..., X, a
coefficients dans A inductivement par

AlXq1, .., Xr ]l = (A[ Xy, ..., Xoa ) [Xr]-
Concrétement, un élément de A[X1, ..., X,] est une somme finie :

P(X1,...,X:) = > ap Xt X

neNT”T
ol an € A est nul sauf pour un nombre fini d’indices n = (n1,...,n,) € N".
(ii) Un polynéme P € A[X1,...,X,] est dit homogéne de degré d si c’est une somme de mondmes de degré d, i.e. si
P(X1,...,Xy) = 3 anX{'--- X" avec an = 0 dés que |n| := n1 + -+ + n, # d. Tout élément P € A[X1,..., X;]

neN”

s’écrit de fagon unique P = Py + P; + - -+ + P4 avec P; homogéne de degré .

Si on note H, I’ensemble des polyndémes de degré d, on peut méme réécrire
o0
AlXy,..., Xn] = @ H,.
d=0

Théoréme 2.5.0.19 (PROPRIETE UNIVERSELLE). Soient f: A — B un morphisme d’anneaux et bi,...,b, € B. Il existe

un unique morphisme d’anneaux f: A[X1,...,Xr] — B tel que f(a) = f(a) pour tout a € A et f(X;) = b; pour tout
ie{l,...,r}

La encore, on note P(b1,...,b,) I'élément f(P).
Démonstration. Résulte du théoréme 2.5.0.13 par induction sur r. O

Exercice 2.5.0.20. Soient K un corps et X,Y,T des indéterminées.

(1) Montrer que le morphisme d’anneaux f: K[X,Y] — K[T] qui est 'identité sur K et envoie X sur T2 et Y sur T° a
l'idéal (Y — X*) pour noyau et A := K + T*K[T] < K[T] pour image.

(2) Montrer que I’idéal engendré par T2 et T° n’est pas principal dans A.

2.5.1 Polynémes symétriques, antisymétriques
Soient A un anneau et Xi,..., X, des indéterminées. Si on prend P(X1,...X,) € A[X1,...,X,] et v € &,, on pose
(’7, P)(Xl, . ,XT) = P(X.Y(l), e 7X'Y(7‘))'
On munit ainsi A[X1,...,X,] d’'une action du groupe &,.

Définition 2.5.1.1. (i) Un polynéme P(Xi,...,X,) € A[X1,...,X,] est dit symétrique si c’est un point fixe sous cette
action. On définit de fagon analogue la notion de fraction rationnelle symétrique a coefficients dans corps.
(ii) Pour k € {1,...,7}, on pose

ox = ok(X1,.., Xp) = Y Xiy e X,

i <-<ip

(k-éme polynoéme symétrique élémentaire).
Exemple 2.5.1.2. On a

or=X1+Xo+ -+ X,
o2 =X1Xo+ XiXs+ -+ XiXo + XoXg+ -+ X0 Xo + -+ X1 X
O'T=X1X2--~an.

Proposition 2.5.1.3. On a égalité :

[[T=X) =T" =T 4 02T 2 4o (=D T 4 4 (=1) "0,

1=1

dans Z[T, X1,..., X,].
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Théoréme 2.5.1.4. Si P(X4,...,X,) € A[X1,...,X,] est symétrique, il existe un unique polynome Q(Xi,...,X,) €
AlXy, ..., X,] tel que P(X1,...,X,) =Q(o1,...,0.).

Corollaire 2.5.1.5. Si K un corps et R(X1,...,X,) € K(X1,...,X,) est symétrique, il existe Q(Y1,...,Ys) € K(Y1,...,Ysn)
unique telle que P = Q(o1,...,0n).

Définition 2.5.1.6. Un polynéme P € A[X1,...,X,] est dit antisymétrique si - P = e(y) P pour tout v € &, (avec ¢ la
signature).

Exemple 2.5.1.7. Le polynéme
§(X1,.., Xn) =[] (Xi—X5)

I<i<j<r

est antisymétrique (par définition de la signature).

Théoréme 2.5.1.8. Supposons 2 inversible dans A. Si P € A[Xq,...,X,] est antisymétrique, alors il existe Q €

Al[X1, ..., X,] symétrique tel que P = 0Q. En particulier, f est de degré supérieur ou égal a @

2.6 Corps des fractions
2.6.1 Généralités

Soit A un anneau intégre!. On construit un corps qui contient A et qui est minimal pour cette propriété de la facon
suivante. On munit ’ensemble A x (A\{0}) de la relation binaire donnée par :

(a1, s1) ~ (a2, s2) < a1s2 = azs1.
Lemme 2.6.1.1. C’est une relation d’équivalence.

Démonstration. Elle est symétrique et réflexive de fagon évidente. Si (a1,s1) ~ (az,s2) et (az,s2) ~ (as,s3), on a
a182 = a281 et azs3 = azsz, donc a18283 = a2s183 = azs2s1 en multipliant la premiére égalité (resp. la deuxiéme) par s3
(resp. s1). En simplifiant par s2 (ce qui est licite vu que A est intégre), on tire ai1s3 = azs1 i.e. (a1,s1) ~ (as,s3) et la
relation est bien transitive. O

On note Frac(A) l’ensemble quotient de A x (A\{0}) par cette relation d’équivalence. Pour tout (a,s) € A x (A\{0})
on note [(a, s)] son image dans Frac(A). On le munit de deux lois définies par

[(a1,51)] + [(az,s52)] = [(a152 + azs1, s152)] et [(a1,s1)] - [(a2, s2)] = [(a1a2, s152)].

Proposition 2.6.1.2. Ces lois sont bien définies et munissent Frac(A) d’une structure de corps. On lappelle le corps des
fractions de A. Par ailleurs, 'application

t: A — Frac(A)
a— [(a,1)]
définit un morphisme injectif d’anneaux (de sorte qu’on peut voir A comme un sous-anneau de Frac(A)). En outre, le

couple (Frac(A),t) a la propriété universelle suivante : pour tout morphisme d’anneaux f: A — B tel que pour tout
a € A\{0}, f(a) € B*, il existe un unique morphisme d’anneaux f: Frac(A) — B tel que f = f o..

Démonstration. e 11 s’agit de voir que si (a1, s1), (a2, s2) € A x (A\{0}), les classes de (a1s2 +a2s1, s152) et de (a1a2, $152)
modulo ~ ne dépendent que des classes de (a1, s1) et de (az, s2) modulo ~. Soit donc (al, s}) ~ (a1, s1) dans A x (A\{0}).

On a alors
! ! 2 !
(a1s2 + a281)(8182) = a15185 + azs181S2

’ 2 ’ ’ ’
= 185189 + a2818182 car a181 = a1S81

(al182 + a28/1)(8182)

et donc [(a1s2 + a2s1,5152)] = [(a}s2 + a25], s152)]. De méme, on a
(a1a2)(s1s2) = (a151)(azs2) = (ais1)(azs2) = (aiaz)(s152)

et donc [(a1a2, s152)] = [(a}az, s152)].

e Le fait que ces lois définissent un corps se vérifie simplement, I’élément neutre pour l’addition étant donné par [(0,1)],
celui de la multiplication par [(1,1)], on a —[(a, s)] = [(—a, s)] et si a € A\{0}, on a [(a,s)]”" = [(s,a)].

e Pour ai,a2 € A, on a t(a; + a2) = [(a1 + a2,1)] = [(a1,1)] + [(a2,1)] = t(a1) + t(a2) et t(ara2) = [(a1a2,1)] =
[(a1,1)] - [(a2,1)] = t(a1)e(az) et ¢(1) = [(1,1)] = Lprac(a) donc ¢ est un morphisme d’anneaux. Comme on a : [(a,1)] =
0< (a,1) ~ (0,1) & a =0, alors Ker(¢) = {0} et ¢ est injectif.

e Soit f: A — B tel que f(a) € B* pour tout a € A\{0}. Soit (a,s) € A x (A\{0}). Si f existe, on a nécessairement

F(l(s,1)]) = f(s) done f([(a, )])f(s) = f([(a,s)DI(s, D] = f([(a,1)]) = f(a) et donc f([(a,)]) = f(a)f(s)™" (rappelons
que ga a un sens vu que f(s) € B* parce que s € A\{0}). Cela prouve 'unicité.

e On définit donc f: Frac(A) — B par f([(a, s)]) = f(a)f(s)~" pour (a,s) € A x (A\{0}). C’est bien défini, parce que si
(a',s') ~ (a,s) dans A x (A\{0}), on a as’ = a’s, d’ott f(a)f(s') = f(a')f(s) soit f(a)f(s)™* = f(a')f(s')™" (en divisant
par f(s)f(s') € BX). Le fait que f soit un morphisme d’anneaux résulte immédiatement du fait que f en est un. O

1. Il existe des construction plus générales et sans hypothése de commutativité ou d’intégrité, dont on ne parlera pas ici.
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Remarque 2.6.1.3. (1) L’idée de la construction est de la classe [(a, s)] correspond a la fraction a/s, la relation d’équiva-
lence étant la pour prendre en compte les « simplifications » qui pourraient avoir lieu. Remarquons toutefois qu’a moins
d’étre dans un anneau factoriel, on n’a pas de notion de « fraction irréductible ».

(2) Grace a la propriété universelle, on voit que le corps qu’on a construit est « le plus petit » contenant A. En effet, si K
est un corps contenant A, on peut factoriser l'inclusion i: A < K en i o, et comme 7: Frac(A) — K est un morphisme
d’anneaux entre corps, il est injectif.

Exercice 2.6.1.4. Le corps des fractions de Z est le corps Q.

2.6.2 Corps des fractions rationnelles
Soit K un corps. L’anneau des polynémes K[X] est intégre : on dispose de son corps des fractions.
Définition 2.6.2.1. Le corps des fractions rationnelles (en 'indéterminée X) sur K est
K(X) := Frac(K[X]).

Ses éléments peuvent donc s’écrire comme des fractions £ avec P,Q € K [X] et @ # 0. Cette écriture est unique si on
suppose pged(P, Q) = 1 et @ unitaire (on parle alors de forme irréductible).

Définition 2.6.2.2. Soient Re K(X) et R = S sa forme irréductible. Les zéros de P (resp. Q) s’appellent les zéros (resp.
les poles) de R. Les ordres de multiplicité afférents sont ceux de P et @ respectivement.

Remarque 2.6.2.3. Avec les notations de la définition précédente, la fraction rationnelle R définit I'application
R: K\Z(Q) - K
P(z)
Q(z)
qu’on appelle fonction rationnelle associée & R. Comme pour les polynémes, on veillera a ne point confondre fractions

et fonctions rationnelles.

Définition 2.6.2.4. (i) Si R = g € K(X), on pose deg(R) = deg(P) — deg(Q) u Z u{—0}, qu'on appelle le degré de R
(il est immédiat que ga ne dépend que de R et pas de P et Q). Cette fonction jouit des mémes propriétés que le degré
sur K[X].

(ii) Notons P lensemble des polynomes irréductibles et unitaires dans K[X]. Si P € P, on dispose de la valuation
P-adique vp: K[X]\{0} — N. Elle se prolonge de fagon unique en une application

vp: K(X)* - Z

€T +—>

telle que vp (%) = vp(U) — vp(V) pour tous U,V € K[X]\{0}. On l'appelle encore la valuation P-adique et elle vérifie

les mémes propriétés que la valuation P-adique sur K[X].
Remarque 2.6.2.5. On peut interpréter Papplication — deg: K(X) — Z u{o0} comme une valuation de la fagon suivante.
Posons Y = + :ona K(X) = K(Y). Si P(X) =ao + a1 X + -+ + aaX* € K[X]\{0} avec d = deg(P), on a

P = Xd(aoyd +- 4 ag1Y +aq) = Yﬁd(aoYd + -+ ag-1Y + aq).

Comme aq # 0, on a vy (aoYd ++-++aq—1Y +aq) = 0, de sorte que vy (P) = —d = — deg(P). Il en résulte que vy = —deg
sur K(X), de sorte que — deg est la valuation 1/X-adique, en d’autre termes, deg(R) est 'ordre du podle +o0.

Soit R € K(X)*. La décomposition en produit de facteurs irréductibles dans K[X] implique que (vp(R))pep € ZF)
et qu’il existe u € K unique tel que
R=u H prr®),

PeP
Cela donne une description du groupe multiplicatif K(X)* (il est isomorphe & K* x Z(P)). Ce qui suit a pour but de
comprendre la structure additive de K(X), plus précisément de donner une base de K(X) sur K.

Théoréme 2.6.2.6 (DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES). La famille
X7
{X"Inenw v {ﬁ} PeP

0<j<deg(P)
keN-=o

est une base de K(X) sur K.
Remarque 2.6.2.7. Explicitement, cela signifie que si R = g € K(X) est écrit sous forme irréductible (avec @ unitaire) et
si@Q = [] P est la décomposition en produit de facteurs irréductibles de @, alors il existe E € K[X] et des polyndmes

i=1
(Asj)1<i<r1<j<m,; uniques tels que deg(A; ;) < deg(P;) pour tous ¢ € {1,...,r} et je{1,...,m;} et

R=E+i§’?§}j.

i=1j=1 14

Le polynéme E s’appelle la partie entiére de R. Les termes de la somme qui précéde s’appellent les éléments simples de
R.
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Lemme 2.6.2.8. Soit R = g € K(X) tel que deg(R) < 0. Si Q = Q1Q2 avec pged(Q1,Q2) = 1, il existe P, P, € K[X]
uniques tels que deg(P;) < deg(Q;) et R = % + %

Démonstration. Comme pged(Q1,Q2) = 1, il existe U,V € K[X] tels que UQ1 + VQ2 = 1. En multipliant par R, il
vient que R = E Q Soit VP = E1Q1 + Pi (resp. UP = E2Q2 + P») avec deg(FP;) < deg(Q;) la divison euclidienne

de VP (resp. UP) par Q1 (resp. Q2). On a R = Fq1 + Es> + 51 + P22 Comme deg(R), deg( ) deg( ) < 0, on a
deg(E1 + E2) < 0, ce qui implique que E; + E5> = 0 et donc l'existence de ’écriture.

Montrons I'unicité : supposons que Pl + Q2 = P1 + Pz avec deg(P;), deg(P) < deg(Q;). On a alors

(P — P1)Q2 = (P2 — P2)Q1.

Comme pged(Q1,Q2) = 1, cela implique que Q; | P, — P; : comme deg(ﬁi — P;) < deg(Q:), cela implique que P =P
pour i € {1,2}. O

Démonstration du théoréme 2.6.2.6. Ecrivons R = g sous forme irréductible (avec @ unitaire). Soit P = QF + P avec

deg(ﬁ') < deg(Q) la division euclidienne de P par Q : ona R = E + g : cela nous rameéne A traiter le cas ou deg(R) < 0
(Punicité de E se prouve comme dans la preuve du lemme précédent en utilisant le degré). Soit

s
— my
11~
i=1

la décomposition de @ en produit de facteurs irréductibles. Le lemme précédent montre qu’il existe Ai,..., A, € K[X]
uniques tels que deg(A4;) < m; deg(P;) pour tout i € {1,...,7r} et

T Az
R= Zl i

ce qui permet de se ramener au cas o R = % avec deg(A;) < m;deg(P;). Sion a
i

mi .
comme annoncé, on a A; = PR = Y, A; ;P[""77. Cela montre que la suite (A; ;)i1<j<m; est obtenue de la fagon
j=1
suivante : on pose Agmi) = A; et on construit les suites (A,E-J))lgjgmi et (Aij)i<j<m, en disant que
. .
AZ(-J) = Aij >P~; + A

avec deg(A; ;) < deg(F;) est la division euclidienne de Agj) par P; pour j = m;,m; —1,...,1. Cela prouve I'existence et
I'unicité de (Ai,j)lsjgmr O

Remarque 2.6.2.9. On a deg(FE) = deg(R).
Exemple 2.6.2.10. (1) Ici, K = C. Comme le corps C est algébriquement clos, on a P = {X —a}qec. Si R = B € C(X)

est sous forme irréductible, Q(X) = [[ (X —ai)™¢, il existe E € C[X], et des éléments (c; ;) 1<i<r dans C uniques tels

=1 1<j<m;
que
R(X )+ Y. Z I
i=17=1 - az
(2) Iei, K = R. On a P = {X — a}aer U {X? = 5X + P} sper - Si R = g € R(X) est sous forme irréductible,
s2f4p<0

T t

Q(X) = [T(X —ai)™ J[(X? = s:X 4+ p;)™ (avec s7 — 4p; < 0 pour tout i € {1,...,t}), il existe E € R[X] et des
i=1 i=1

éléments (o ;) 1<i<r , (Bij) 1<i<t , (Vi,j) 1<i<t dans R uniques tels que

1<j<m; I<j<n; 1<j<n,;
r t o ny
Qg i X + Vi
e +12;121 X —a;) ;;(XZ*SiX+Pi)j'

Remarque 2.6.2.11. (1) Cela montre par exemple de dim(C(X)) = # R (alors que dim(C[X]) = # N).
(2) L’application principale de la décomposition en éléments simples qu’on enseigne en premier cycle est le calcul des
primitives et intégrales de fractions rationnelles et rationnelles trigonométriques en utilisant les fonctions « usuelles ».

Exercice 2.6.2.12. (1) Soit P € C[X]. Les racines de P’ sont dans l’enveloppe convexe des racines de P.
(2) Soient A1, ..., \n € K deux a deux distincts, Q(X) = [] (X — k) et P € K[X] tel que deg(P) < n. La décomposition

k=1
en éléments simples de g est

P n
Q ZQ’ X k)’

k=1
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2.7 Irréductibilité des polyndémes

Soient A un anneau intégre. Dans ce numéro, on va donner des critéres d’irréductibilité dans A[X]. La détermination
de l'irréductibilité d’un polyndme est une question généralement délicate.

Remarque 2.7.0.1. Cette question est bien entendu trés sensible & 'anneau de coefficients considéré. Par exemple, le
polynéme X2 + 1 est irréductible dans R[X], mais pas dans C[X]. De méme, le polynéme 2X est irréductible dans
Q[X], mais pas dans Z[X] (car 2 est irréductible dans Z[X ], mais inversible dans Q[X]). Il convient donc de toujours
préciser « irréductible dans A[X] ».

2.7.1 Généralités
Définition 2.7.1.1. Soient P € A[X] et a € A. On dit que « est une racine de P si P(a) = 0.

Lemme 2.7.1.2. Soient P € A[X] de degré > 1 et a € A. Si « est racine de P, alors P est divisible par X — a. En
particulier, P est réductible si deg(P) > 2.

Démonstration. Résulte de la division euclidienne de P par X — o dans A[X]. O

Corollaire 2.7.1.3. Soient K un corps et P € K[X]. Le polynéme P a alors un facteur de degré 1 si et seulement si P a
une racine dans K.

Proposition 2.7.1.4. Soient K un corps et P € K[X].
(i) Si deg(P) = 1, alors P est irréductible.
(i) Si deg(P) € {2, 3}, alors P est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine dans K.

Démonstration. (i) Si P = Pi P, avec P1, P> € K[X], alors 1 = deg(Py) + deg(P2).

(ii) Supposons deg(P) € {2,3} et P sans racine. Si P = P, P, avec Pi, P> € K[X], de nouveau on a deg(P) = deg(P1) +
deg(P2). Si deg(P) = 2, alors P serait réductible si et seulement si deg(P;) = deg(P2) = 1, mais P est sans racine, ce
qui conclut. On procéde de la méme maniére si deg(P) = 3. O

Remarque 2.7.1.5. L’énoncé qui précéde est trés faux en degré > 4. Par exemple, le polynéme (X2 + 1)2 n’a pas de
racine dans R, mais il est réductible. De méme, il est faux en général sur un anneau qui n’est pas un corps : le polynéme
(2X 4 1)? est réductible dans Z[X], mais n’a pas de racine dans Z.

Exercice 2.7.1.6. Supposons A factoriel. Soient P(X) = ao + a1 X + -+ + an X" € A[X] de degré n et a,b € A\{0}
premiers entre eux tels que a/b soit une racine de P dans Frac(A). Montrer que a | ag et b | a,. En déduire que si P est
unitaire et admet une racine « € Frac(A), alors a € A (on dit que A est intégralement clos).

Lemme 2.7.1.7. Si P € A[X]\A unitaire et réductible, alors il existe Pi, P, € A[X] unitaires tels que P = P, P, et
deg(Py), deg(P2) < deg(P).

Démonstration. On peut écrire P = Q1Q2 avec Q1,Q2 € A[X]\({0} u A™). Le terme dominant de Q1 (resp. Q2) est
de la forme aX? (resp. bX""?%) ot n = deg(P). On a alors ab = 1 i.e. a,b € A*. On pose P, = %, P, = % avec
Py, P, € A[X] qui sont unitaires et par construction P = P; P>. Si on avait deg(P;1) = deg(P) = n, on aurait P, = 1 i.e.
Q2 =be A ce qui est impossible. On a donc deg(P1) < deg(P). O

Remarque 2.7.1.8. L’énoncé qui précéde est faux en général sans hypothése sur le coefficient dominant de P : par
exemple, 2X + 2 = 2(X + 1) est réductible dans Z[X].

2.7.2 Transfert d’irréductibilité

Supposons A factoriel et posons K = Frac(A).

Définition 2.7.2.1. (i) Soit P = ag + a1 X + --- + ag X% € A[X]\{0}. Le contenu de P est c(P) = pgcd(ao, . .., aq)-
(ii) Un polynome P € A[X]\{0} est primitif si et seulement si c(P) = 1.

Remarque 2.7.2.2. (1) Rappelons que rigoureusement parlant, le pged est une classe d’équivalence modulo la relation
« étre associé ». Dans ce qui suit, on commettra ’abus habituel consistant & voir ¢(P) comme un élément de A (n’importe
quel représentant de la classe) pour ne pas alourdir la rédaction et toutes les égalités faisant intervenir des contenus doivent
étre lues comme des égalités d’idéaux (i.e. modulo la relation « étre associé »).

(2) En général (i.e. sans supposer A factoriel), on dit qu'un polynéme P € A[X]\{0} est primitif si égalité P = a@ avec
a€ Aet Qe A[X] implique a € A*. Cela signifie que les seuls diviseurs communs aux coefficients de P sont les unités.
(3) Un polynome unitaire (ou plus généralement a coefficient dominant inversible) est primitif.

Lemme 2.7.2.3. Si P,Q € A[X]|\{0}, on a :
(i) c(aP) = a;c(P) pour tout a € A\{0};
(ii) P = ¢(P)P avec P € A[X] primitif;
(i) <(PQ) = c(P) <(Q).
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Démonstration. (i) Evident.

(ii) Ecrivons P(X) = ap + a1 X 4 -+ + ag X* et pour tout k € {0,...,d}, on peut écrire ar = c(P)by, avec by, € A. Posons
P(X) =bo+bi1X +---+biX%e A[X], on a P = ¢(P)P et c(P) = pged(bo, . ..,ba) = 1 i.e. P est primitif.

(iii) D’aprés (i), on a P = ¢(P)P et Q = c(Q)Q avec P,Q € A[X] primitifs : on a alors PQ = c(P)c(Q)PQ. Quitte a
remplacer P et () par P et @ respectivement, il suffit donc de montrer que si P et @) sont primitifs, il en est de méme de
PQ. Supposons au contraire qu’il existe ™ € A premier tel que 7 | ¢(PQ). Si on note P et Q les images dans (A/mA)[X]
de P et @ respectivement, cela implique que PQ = 0 dans (A/7A)[X]. Mais comme 7 est premier, 'anneau A/mA est
intégre : il en est de méme de I'anneau (A/mA)[X]. On a donc P = 0 ou @ = 0 et donc 7 | ¢(P) ou 7 | ¢(Q), ce qui
contredit c¢(P) =1 et ¢(Q) = 1. O

Proposition 2.7.2.4 (TRANSFERT D’IRREDUCTIBILITE). Soit P € A[X] de degré > 1.
(i) Si P est irréductible dans A[X], alors il est irréductible dans K[X].
(ii) Si P est primitif et irréductible dans K[X], alors il est irréductible dans A[X].

Démonstration. (i) Commengons par observer que c¢(P) = 1, parce que P est irréductible de degré > 1 dans A[X].
Supposons P réductible dans K[X] : on peut écrire P = P1 P> avec Pi, P, € K[X] de degrés > 1. 1l existe a1, a2 € A\{0}
tels que a1 P, a2 P2 € A[X]. On a alors aiaz = c(a1a2P) = c(a1P1) c(az P2) d’aprés le lemme 2.7.2.3, vu que c¢(P) = 1. Si
on écrit a1 P, = c(alpl)l?’l et as Py = c(azpz)ﬁ’g avec }31,132 € A[X] primitifs, on a donc a1a2P = c(a1 Py) C(QQPQ)ﬁ1ﬁ27
soit P = P, P, en divisant par ajaz (Panneau A est intégre). Comme P est irréductible dans A[X], on a P, € AX ou
Py € A*, ce qui contredit deg(P1), deg(P2) > 1.

(ii) Supposons P = P, P, avec P1, P, € A[X]. Comme P est irréductible dans K[X], on peut supposer, quitte a échanger
Py et Ps, que Py est constant, i.e. P; = c(P1). D’aprés le lemme 2.7.2.3, on a 1 = ¢(P) = c¢(P1) c(P2), donc P, € A et
P est irréductible dans A[X]. O

Exemple 2.7.2.5. (1) Un polynéme non constant et irréductible dans Z[X] est irréductible dans Q[X].
(2) Le polynome 2X + 2 est irréductible dans Q[X], mais réductible dans Z[X].

Remarque 2.7.2.6. Dans I’énoncé qui précéde, il est important de supposer A factoriel. Par exemple, soit A = Z[+/—5] ¢
R (on sait déja que cet anneau n’est pas factoriel). On a P(X) := X? — X — 2 € A[X]. Si K = Frac(A), on a
P(X)=(X— @)(X — @) dans K[X]. Cependant, il est irréductible dans A[X] (exercice).

Exercice 2.7.2.7. (1) Soient P,Q € K[X] des polynémes unitaires tels que PQ € A[X]. Montrer que P,Q € A[X].
(2) Soient ai,...,an € Z deux a deux distincts. Montrer que P(X) = (X —a1) -+ (X — an) — 1 est irréductible dans
Q[X].

2.7.3 Transfert de la factorialité

Théoréme 2.7.3.1 (TRANSFERT DE LA FACTORIALITE). (i) Les éléments irréductibles de A[X] sont les éléments irréduc-
tibles de A et les polynoémes primitifs non constants qui sont irréductibles dans K[X].
(ii) L’anneau A[X] est factoriel.

Démonstration. (i) Si m € A est irréductible, alors A[X]/mA[X] = (A/7wA)[X] est intégre, de sorte que le polyndme
constant 7 est premier, donc irréductible dans A[X]. La proposition 2.7.2.4 (ii) montre que les polynémes primitifs non
constants qui sont irréductibles dans K[X] sont irréductibles dans A[X]. Réciproquement, soit P un élément irréductible
dans A[X]. Si deg(P) = 0, on a P € A et P est a fortiori irréductible dans A. Si deg(P) = 1, on a P = ¢(P)P avec
Pe A[X] primitif : comme P est irréductible dans A[X], on a c(P) € A*, donc P est primitif. Par ailleurs, la proposition
2.7.2.4 (i) montre que P est irréductible dans K[X].

(ii) @ Si 7w € A est irréductible, on a vu ci-dessus que 7 est premier dans A[X]. Si P € A[X] est non constant, primitif
et irréductible dans K[X], et si @, R € A[X] sont tels que P | QR dans A[X], on a a fortiori P | QR dans K[X], donc
P|Qou P | Rdans K[X], disons P | Q. Il existe donc S € K[X] tel que @ = PS. Soit a € A\{0} tel que aS € A[X] :
on peut écrire aS = c(aS)S avec S € A[X] primitif, donc aQ = c(aS)PS. En prenant les contenus, on a c(Q) = c(aS)
(parce que PS est primitif), ce qui montre que a | c(aS) : si c(aS) = ab, on a Q = ng, ce qui montre que P | Q dans
A[X]. Cela prouve que P est premier dans A[X].

e D’aprés (i), ce qui précéde montre que les éléments irréductibles de A[X] sont tous premiers. Pour prouver que A[X]
est factoriel, il suffit donc de montrer que tout élément P € A[X]\{0} admet une factorisation en produit d’éléments
irréductibles (cf. proposition 2.4.2.8). D’aprés le lemme 2.7.2.3 (ii), on peut écrire P = ¢(P)P avec P € A[X] primitif.
Comme A est factoriel, on peut factoriser c(P) en produit d’éléments irréductibles dans A (donc dans A[X]) : il suffit de
montrer que P admet une factorisation. On peut donc se restreindre au cas o P est primitif. Si P € A, onaalors P =1:
on peut supposer deg(P) = 1. Comme 'anneau K[X] est factoriel (cf. corollaire 2.4.5.6), on peut écrire P = P, P - - - P
avec Pi,..., P, irréductibles dans K[X]. Pour tout k € {1,...,r}, choisissons ar € A\{0} tel que arPr € A[X] : le
polynéme Py := c(axPy) '(arPyx) € A[X] est primitif. Etant irréductible dans K[X], il est irréductible dans A[X]
(proposition 2.7.2.4 (ii)). Par ailleurs, on a a1 ---a,P = c(a1Py) - - c(aTPT)]Sl e ﬁr donc a1 ---ar = c(arP1)---clarPr)
en prenant le contenu et donc P = P ﬁ’T, ce qui achéve la preuve. O

Remarque 2.7.3.2. (1) Réciproquement, il est facile de voir que si A[X] est factoriel, il en est de méme de A.
(2) En général, il n’est pas vrai que A factoriel implique A[[X] factoriel. C’est cependant vrai si A est suffisamment
« régulier ». C’est le cas par exemple lorsque A est un corps (exercice).
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Corollaire 2.7.3.3. L’anneau A[X1,...,X,] est factoriel.
Exemple 2.7.3.4. Les anneaux Z[X1,...,Xy] et K[X1,...,Xn] (ot K est un corps) sont factoriels.

Exercice 2.7.3.5. (1) Montrer que les idéaux premiers de Z[X] sont de trois sortes : {0} ; (P) avec P € Z[X] irréductible
et {(p, F') avec p premier dans Z et F' € Z[X] dont la réduction modulo p est irréductible dans F,[X].

(2) Soient A factoriel, n € Nsg et {X; ;}1<i,j<n des indéterminées. Posons R = A[X; j]|i<i,j<n (Panneau de polynémes
en n? indéterminées). On dispose de la matrice M := (X; ;)1<i,j<n € Mn(R) et du polynéme D,, := det(M) € R. Montrer
que D, est irréductible dans R (indication : procéder par récurrence sur n en développant D, par rapport a la premiére
colonne).

2.7.4 Les critéres d’irréductibilité

Soit I < A un idéal. On dispose de la surjection canonique 4 — AJT - elle induit un morphisme surjectif A[X] —
(A/I)[X]. Si P € A[X], notons P son image dans (A/I)[X]. Observons que deg(P) < deg(P), avec égalité si et seulement
si le coefficient dominant de P n’appartient pas a I.

Théoréme 2.7.4.1 (CRITERE D’'IRREDUCTIBILITE PAR REDUCTION I). Supposons P € A[X] non constant et unitaire. Si
P € (A/I)[X] ne se factorise pas en un produit de deux polynomes de degrés < deg(P), alors P est irréductible dans
A[X].

Démonstration. Si P est réductible dans A[X], supposons P = P P» avec Pi, P, € A[X]. D’aprés le lemme 2.7.1.7, on
peut supposer P; et P> unitaires de degré < deg(P). On a donc P = P; P et deg(P) = deg(P) = deg(P1) + deg(P2) <
deg(P1) + deg(P>) = deg(P). On a alors deg(P1) = deg(P1) et deg(P2) = deg(P2). Quitte & échanger, on peut supposer
deg(P1) = deg(P) = deg(P) et deg(P2) = deg(P) = 0, donc P2 € A et P» est unitaire, d’ott Py = 1. O

Exemple 2.7.4.2. (1) Le polynome X? + X + 1 € Z[X] est irréductible, parce qu’il est unitaire et que son image modulo
2 est irréductible dans (Z /2 Z)[ X] (car de degré 2 et sans racine). Remarquons qu’on ne peut pas invoquer la proposition
2.7.1.4 directement, parce que Z n’est pas un corps.

(2) Soit P(X,Y) = X?+ XY +1€ Q[X,Y]. On prend A = Q[Y] et I = Y Q[Y] I'idéal engendré par Y. On a A/T = Q
et 'image (modulo I) de P dans Q[X] est X2 + 1 (qui est irréductible, de degré 2 et n’ayant pas de racine dans le corps
Q). Le polynoéme P est donc irréductible dans Q[X,Y].

Remarque 2.7.4.3. (1) L’hypothése P unitaire est importante : si P = (14 X?)(1+Y) € Q[X, Y], alors P est réductible,
mais sa réduction modulo Y est irréductible (c’est X2 + 1 € Q[X]). C’est parce que le terme dominant de P est XY :
il n’est pas unitaire (que ce soit en la variable X ou en la variable Y).

(2) Dans I’énoncé qui précéde, 'hypothése « unitaire » peut étre affaiblie en « & coefficient dominant inversible ».

Remarque 2.7.4.4. Un polynoéme unitaire (ou plus généralement & coefficient dominant inversible) est primitif.

Théoréme 2.7.4.5 (CRITERE D’IRREDUCTIBILITE PAR REDUCTION II). Soient p < A un idéal premier et P(X) =
a0+ a1 X + -+ agX? e A[X] un polynéme primitif tels que :

(i) aagp;

(ii) V'image P de P dans (A/p)[X] est irréductible.

Le polynéme P est alors irréductible dans A[X].

Démonstration. Soit P = QR avec @, R € A[X] une factorisation dans A[X] : en réduisant modulo p, on a P = QR dans
(A/p)[X]. Comme P est irréductible, I'un des facteurs, disons () est inversible dans (A/p)[X]. Comme p est premier, on

a (A/p)[X]* = (A/p)* et en particulier, deg(Q) = 0. Les inégalités deg(Q) < deg(Q) et deg(R) < deg(R) donnent

deg(P) = deg(Q) + deg(R) < deg(Q) + deg(R) = deg(P).

Comme deg(P) = deg(P) puisque aq ¢ p, on a donc deg(Q) = deg(Q) et Q € A. Comme P est primitif, 'égalité P = QR
implique Q € A*, ce qui montre que P est irréductible. O

Exemple 2.7.4.6. Le polynome P(X) = 7X® — 4X? + X + 3 est irréductible dans Z[X] car primitif et de réduction
modulo 2 irréductible (c’est le polynome X® + X + 1 € (Z /2 Z)[X] qui est de degré 3 sans racine).

Remarque 2.7.4.7. Les hypothéses du théoréme sont nécessaires. Par exemple, (2X +1)X est réductible dans Z[X] bien
que primitif et de réduction modulo 2 irréductible, parce que son coefficient dominant est 2.

Théoréme 2.7.4.8 (CRITERE D’EISENSTEIN). Soient p € A un idéal premier et P(X) = ao + a1 X + --- + ag X% € A[X]
un polynéme primitif tels que :

(i) aa ¢ p;

(ii) ag,...,04d—1 €P;

(iii) ao ¢ p*.

Le polynéme P est alors irréductible dans A[X].
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Démonstration. Supposons P réductible : soit P = QR avec @, R € A[X] une factorisation dans A[X] avec Q, R ¢ A*.
En réduisant modulo p, on a - L
auX" = P(X) = Q(X)R(X)

dans (A/p)[X]. Comme dans la preuve du théoréme 2.7.4.5, I'égalité deg(P) = deg(P) implique que n := deg(Q) =
deg(Q) et m := deg(R) = deg(R). Le polynéme P étant primitif, cela implique que n,m > 0. Dans I’anneau factoriel
Frac(A/p)[X], I'égalité ci-dessus implique qu’il existe a, 3 € A/p tels que Q(X) = aX" et R(X) = BX™ avec aff = q.
Comme n > 0, on a donc Q(0) = 0 i.e. Q(0) € p. De méme on a R(0) € p. Cela implique que ap = Q(0)R(0) € p?,
contredisant ’hypothése. O

Remarque 2.7.4.9. (1) Bien str, ’hypothése ag ¢ p> est cruciale, par exemple, le polynéome X?—4 = (X —2)(X +2) € Z[X]
n’est pas irréductible (avec p = 27Z).

(2) Ce critére ne s’applique pas lorsque A est un corps (le seul idéal premier est {0}...).

(3) A linverse du critére par réduction II, le critére d’Eisenstein s’applique quand la réduction P est trés réductible.

Exemple 2.7.4.10. (1) Le polynéme X* + 4X3 + 6X? + 10 est irréductible dans Z[X] (prendre p = 2Z). Par contre, le
critére ne s’applique pas au polynéme X® — 4 (qui est irréductible dans Z[X] cependant).

(2) Le polynéme 2X 3 43 est irréductible dans Z[ X ] (prendre p = 3 Z) ; le polynéme Y* — X (X —1)(X 41) est irréductible
dans Q[X, Y] (prendre A = Q[X] et p = (X)).

(3) Soit p un nombre premier et ®,(X) = XP71 4+ XP"2 ...+ X +1 € Z[X] (on I'appelle le p-iéme polynéme cyclotomique,
voir chapitre 3). Le polynome ®,, est alors irréductible. Pour le montrer, on remarque que ®,(X) = =L € Q(X) et on

X—1
effectue le changement de variable X =Y + 1. On a alors ®,(X) = %, d’ou

BX) = Y7 (Y7 (DY (),

Comme p | (7) pour tout k€ {1,...,p—1} et (,”;) = p est non divisible par p*, le critére d’Eisenstein s’applique (avec
p=pZ) et (Y + 1) est irréductible dans Z[Y] = Z[X] : il en est de méme de P,,.

Exercice 2.7.4.11. Soit n € N=1. Montrer que le polynéme X" + 5X"~! 4 3 est irréductible dans Z[X].

Solution : Supposons X™ + 5X™ ! + 3 réductible sur Z : comme il est primitif (il est unitaire), il peut s’écrire
X" 4+ 5X" ' 1+ 3 = PQ avec P,Q € Z[X] non constants. Si a et b désignent les coefficients dominants de P et Q
respectivement, on a ab = 1, donc a = b € {x1}. Quitte a diviser P et @ par leur coefficient dominant, on peut les
supposer unitaires. Réduisons modulo 3 : on a

PQ=X"-X""'=Xx""'Xx-1)

dans F3[X]. Quitte & échanger P et @, on peut supposer que c’est P qui est divisible par X —1 : il existe d € {0,...,n—1}
tel que P = (X —1)X% et Q@ = X" =% Notons que 0 < deg(Q) = deg(Q) = n — 1 — d puisque Q n’est pas constant.
On a donc Q(0) = 0, ce qui signifie que 3 | Q(0) : écrivons Q(0) = 3k avec k € Z. Comme X" +5X" ' +3 = PQ, on a
P(0)Q(0) = 3 en évaluant en 0 et donc 3kP(0) = 3 i.e. kP(0) = 1, soit encore k = P(0) € {£1}. D’aprés ce qui précede,
on peut écrire P = (X — 1)X% + 3P, avec P1 € Z[X] : si d > 0, I'entier P(0) = 3P1(0) est divisible par 3, contredisant
ce qui précéde. On a donc nécessairement d = 1 i.e. P = X — 1+ 3P;. Comme P est unitaire, cela implique que P; est
une constante et X™ +5X" ! + 3 admet 1 pour racine, ce qui est manifestement faux : contradiction.
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3 Extensions de corps

Dans tout ce qui suit, les corps seront supposés commutatifs.

3.1 Deéfinitions
Soit K un corps.

Définition 3.1.0.1. Une extension de K est un corps L qui contient K comme sous-corps. On note L/K extension. Un
morphisme d’extensions entre L1/K et Lp/K est un morphisme f: L1 — Lo qui induit 'identité sur K. On parle aussi
du K-morphisme f: L1 — Lo.

Exemple 3.1.0.2. (1) On a
C/R, R/Q, QX)/Q.
(2) Q[v2] = {a + bv/2; a,be Q} est un sous-corps de C. En effet, on dispose du morphisme

eV 5q! Q[X]—-C
P — P(+/2)

Son image est Q[+/2] et son noyau (X2 — 2) (cela résulte du fait que v/2 ¢ Q et de la division euclidienne) : il induit
un isomorphisme Q[X]/{X? — 2) > Q[v/2]. Comme X? — 2 est irréductible dans Q[X], cela montre que Q[v/2] est un
corps : c’est donc une extension de Q.

Définition 3.1.0.3. Les corps Q et Fp, := Z /pZ avec p premiers sont appelés les corps premiers.

Proposition 3.1.0.4. On a les deux possibilités suivantes :
(i) car(K) =0 donc Q c K ;
(ii) car(K) = p est premier et F, c K.

Démonstration. Rappelons qu’il existe un unique morphisme d’anneaux cx: Z — K et que la caractéristique de K
est I'unique entier car(K) € N tel que Ker(cx) = car(K)Z. En passant au quotient, cx induit un morphisme injectif
Z/car(K)Z — K : comme K est un corps, 'anneau Z /car(K) Z est intégre i.e. 'idéal car(K) Z est premier dans Z. Ce
qui signifie que car(K) = 0 ou car(K) est un nombre premier.

e Si car(K) = 0, le morphisme cx est injectif, d’ou Z ¢ K. Comme K est un corps, on a donc Q < K par la propriété
universelle du corps des fractions.

e Si car(K) = p est premier, le morphisme cx induit un morphisme injectif F,, — K. O

Exercice 3.1.0.5. Montrer que le seul automorphisme d’un corps premier est I'identité.

Remarque 3.1.0.6. Si L/K est une extension, alors L est naturellement muni d’une structure de K-espace vectoriel (on
peut additionner les éléments de L et les multiplier par un élément de K).

Définition 3.1.0.7. Le degré de 'extension L/K est I'entier (fini ou infini) [L : K] := dimg(L). Si le degré est fini, on
dit que lextension L/K est finie.

Exemple 3.1.0.8. On a :
[C:R]=2  [R:Q]=o, [QX):Q]=w, [Q[v2]:Q]=2

Des exemples d’extensions de K particuliérement importants sont fournis par ’énoncé suivant :

Théoréme 3.1.0.9. Si P € K[X] est irréductible de degré d, le quotient K[X]/{P(X)) est une extension de degré d de
K. Une base est fournie par (1, X, YZ, o ,ydfl) ot X désigne I'image de X dans K[X]/{P(X)).

Démonstration. Comme K[X] est principal et P irréductible, I'idéal (P(X)) est maximal, donc K[X]/{P(X)) est un
corps. Le morphisme compos¢ K — K[X]| 5 K[X]/{P(X)) (ot 7 est la surjection canonique) identifie K & un sous-
corps de K[X]/{(P(X)). Si Q € K[X], la divison euclidienne de @ par P s’écrit Q = DP + R avec deg(R) < d : on a
m(Q) = 7(R) € Vect(1, X, Y2, e ,Yd_l) et la famille (1, X, YQ, e ,Yd_l) engendre le K-espace vectoriel K[X]/{P(X)).
Elle est libre, car si ao + a1 X + -+ + ag_1 X' = 0, alors P(X) | a0 + a1 X + -+ + ag_1 X%, ce qui implique
ap = -++ = aq—1 = 0 pour des raisons de degré. O

Remarque 3.1.0.10. (1) Calcul des inverses dans K[X]/{(P(X)) : Soient a € K[X]/{P(X)) non nul et @ € K[X] un
représentant de a. Comme P est irréductible et @ a une image non nulle modulo (P), les polynoémes P et @) sont premiers
entre eux : il existe une relation de Bézout (qu’on trouve grace a l'algorithme d’Euclide étendu) UP + QV = 1 avec
U,V € K[X]. Dans K[X]/{P(X)), cette égalité s’écrit QV = 1 : un représentant de a~' dans K[X] est donné par V.
(2) On voit sur cet exemple d’ou vient la terminologie de « degré » d’une extension.

Exemple 3.1.0.11. D’aprés le critére d’Eisenstein, le polynéme P = X? — 2 est irréductible dans Z[X] : il 'est dans
Q[X]. L’extension correspondante est Q[v2] = {x +yv/2 | z,y € Q}. C’est un corps et on a [Q[v2] : Q] = 2. Calculons
inverse de 1 4 /2. Il est représenté par le polynome 1+ X dans Q[X]. Ona X? —2 = (X —1)(X +1) — 1, en projetant

dans Q[v2], il vient (1 ++/2)"" = —1 + /2. En fait, on a trivialement (z +yv/2)™" = 2ouV2 bour (z,y) € Q*\{(0,0)}.

2 -2y




42 Structures algébriques 2, Licence 3°™° année

Exercice 3.1.0.12. Soit P € K[X]. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P est irréductible;

(2) K[X]/{(P(X)) est un corps;

(3) K[X]/{P(X)) est integre.

A quel condition sur P 'anneau K[X]/{P(X)) est-il réduit ?

Théoréme 3.1.0.13 (DE LA BASE TELESCOPIQUE). Si L/K et M /L sont des extensions, alors M /K est une extension et
[M:K]=[M:L]L:K].

Démonstration. Soient (z;):er une base de L sur K et (y;)jes une base de M sur L. On a

L=@Kz;et M =@P Ly; donc M=@(<—BK$¢)= P Ky,

el jeJ jeJ el iel,jed

t.e. (xiY;j)ier,jes est une base de M sur K. En particulier, on a : [M : K| = Card(I x J) = Card(J) x Card(I) = [M :
L|[L: K]. O

Définition 3.1.0.14. Soit L/K une extension. Une sous-extension de L/K est un sous-corps E de L qui contient K.
Exemple 3.1.0.15. R est une sous-extension de C/Q.

Remarque 3.1.0.16. (1) D’aprés le théoréme 3.1.0.13, si E/K est une sous-extension d’une extension finie L/K, alors
[E: K]|[L: K]. Cela implique par exemple que si [L : K] est premier, les seules sous-extensions de L/K sont L et K.
(2) Si L/K est une extension et (E;);er une famille de sous-extensions, alors (] E; est une extension de L/K.

iel
Définition 3.1.0.17. Soient L/K une extension et S c L. La sous-extension de L/K engendrée par S est la plus petite
sous-extension de L/K qui contient S. Elle existe et est unique : c’est l'intersection des sous-extensions de L/K qui
contiennent S. On la note K(S).
Si L/K est une extension et S c L, on dit que L est engendrée par S sur K si L = K(S). L’extension L/K est dite de
type fini si L peut étre engendré par une famille finie sur K.

Remarque 3.1.0.18. (1) Il est facile de vérifier que ’ensemble sous-jacent & K (S) est constitué des éléments qui peuvent
s’écrire sous la forme R(s1,...,s,) avec s1,...,8, € Set Re€ K(Xu,...,Xy) une fraction rationnelle dont le dénominateur
ne s’annule pas en (s1,...,Sn).

(2) Si L/K est une extension finie, alors c’est une extension de type fini (une partie génératrice étant fournie par une
base de L vu comme K-espace vectoriel). La réciproque est fausse : Q(X) est de type fini sur Q, mais [Q(X) : Q] = 0.

Définition 3.1.0.19. Soient L/K une extension et Fi, E> deux sous-extensions. Le compositum de ces sous-extensions
est la sous-extension engendrée par F1 U Es. Clest la plus petite sous-extension de L/K qui contient E; et Es : on la
note F1FEs.

Remarque 3.1.0.20. (1) Si E1 = K(S1) et E; = K(S2), alors E1Es = K(S1 U S2) (exercice).
(2) En général, E1 u E> n’est pas une sous-extension de L/K.

3.2 Extensions algébriques
3.2.1 Eléments algébriques

Soient L/K une extension et « € L. On dispose du morphisme d’évaluation en « :

evax: K[X]| > L
P — P(a)

On note K[a] son image (on peut méme remarquer que K[a] = Vect(a®)ren © L). Remarquons que K (a) n’est autre
que le corps des fractions de K[a] dans L. On a donc K[a] c K(«) et I'inclusion est stricte en général.

Définition 3.2.1.1. (i) On dit que « est transcendant sur K si le morphisme evq, k est injectif et algébrigue sur K dans
le cas contraire.

(ii) Si « est algébrique sur K, on appelle polynéme minimal de a sur K 'unique générateur unitaire de Ker(evq, k). On
le note P, k. Le degré de o sur K est le degré de P, i, on le note deg ().

Remarque 3.2.1.2. Les notions qui précédent dépendent trés fortement du corps de base. Par exemple, si X est une
indéterminée, alors X € Q(X) est transcendant sur Q, mais algébrique sur Q(X), puisque Px q(x)(T) =T — X avec T
une indéterminée. L’élément i € C est algébrique sur R et sur C, mais P, r(X) = X?> + 1 et Pic(X) = X —i.

Exemple 3.2.1.3. (1) Si L = K(X) et P est un polynéme non constant, alors P est transcendant sur K. Les nombres 7
et e sont transcendants sur Q (mais c’est un peu difficile & prouver).

(2) Si a € K, alors « est algébrique sur K et Py x(X) = X — a.

(3) Les nombres v/2 et v/2++/3 sont algébriques sur Q, de polynémes minimaux sur Q respectifs X% —2 et X* —10X2+1.
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Proposition 3.2.1.4. Si L/K est une extension et « € L est algébrique sur K, alors P, k est irréductible dans K[X],
Panneau K[a] est un corps isomorphe & K[X]/{Pa k). En particulier, on a K(a) = K[a] et [K(a) : K] = degy ().

Démonstration. La décomposition canonique de evy i : K[X] — L s’écrit
K[X] — K[X]/{Pa,xy—> Kl|a] c L.

Comme K[a] c L, anneau K[«a] est intégre : il en est de méme de K[X]/{Pa, k) qui lui est isomorphe. Cela implique que
P, k est irréductible dans K[X] et que K[a] ~ K[X]/{Pa, k) est un corps. On a [K[a] : K] = deg(Pa,x) = degy(a). O

Remarque 3.2.1.5. Bien str, si L/K est une extension, P € K[X] un polyndéme unitaire irréductible dans K[X] et « € L
une racine de P, alors le polyné6me minimal de a sur K n’est autre que P i.e. Py gk = P.

Proposition 3.2.1.6. Soient L/K une extension, E/K une sous-extension et o € L algébrique sur K. L’élément o est
alors algébrique sur E et P, g | Pa,x dans E[X].

Démonstration. Comme Pu,x € Ker(eva,g), le morphisme evq g n’est pas injectif, i.e. a est algébrique sur E. Par
définition, on a Ker(eva,g) = (Pa,E), donc Pa g | Pa,x dans E[X]. O

Exemple 3.2.1.7. (1) Les nombres v/2 et /2 ++/3 sont algébriques sur Q, donc a fortiori sur E = Q[+/2]. Les polynomes
minimaux sur E sont X —+/2 et X2 — 22X — 1 respectivement.
(2) Sin e Nxo, le polyndome X™ — 2 est irréductible dans Z[X] en vertu du critére d’Eisenstein, donc aussi dans Q[X].

Comme il admet e>* {/2 comme racine, c’est le polyndme minimal de P V5] pour tout k € {0,...,n — 1}. Notons
2ikm

que les sous-extensions Q( ¥/2) et Q(e” = /2) de C sont isomorphes a Q[X]/{X™ — 2), mais pas égales (la premiére est
incluse dans R mais pas la deuxiéme).

Dans la pratique, il n’est pas toujours aisé de déterminer si un élément est algébrique sur un corps, a fortiori de
déterminer son polynéme minimal. Cela dit, on dispose d’un critére (abstrait) d’algébricité trés commode.

Proposition 3.2.1.8 (CRITERE D’ALGEBRICITE). Soient L/K une extension et a € L. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) « est algébrique sur K ;

(ii) K[«] est un corps;

(iii) K () est un K-espace vectoriel de dimension finie ;

(iv) il existe une sous-extension finie E de L/K telle que a € E.

Démonstration. e L’implication (i) = (ii) résulte de la proposition 3.2.1.4.

e Si K[a] est un corps, alors K[a| = K(a) et Ker(eva,x) est un idéal maximal de K[X] : il est donc engendré par
un polyndéme irréductible. Cela montre que « est algébrique sur K : la proposition 3.2.1.4 implique que K () est un
K-espace vectoriel de dimension degy (Pa,x ). On a donc (ii) = (iii).

e L’implication (iii) = (iv) est triviale (prendre E = K(«)).

e Soit E une sous-extension finie de L/K telle que a € E. La famille {1,a,a2, ...} est donc liée : il existe N € N et
Aoy - .., AN € K non tous nuls tels que Ao + 1o+ -+ + Ava™ =0. Le polyndéme Ao + A1 X + --- + An XY est alors un
élément non nul de Ker(evq, i) et « est algébrique sur K. On a donc (iv) = (i). O

Exercice 3.2.1.9. Soit A un anneau contenant K comme sous-anneau. Supposons A intégre et de dimension finie comme
K-espace vectoriel. Montrer que A est un corps (c’est donc une extension finie de K).

Corollaire 3.2.1.10. Soient L/K une extension et o, 8 € L* algébriques sur K. Les éléments a— 3 et o3~ sont algébriques
sur K. En particulier, '’ensemble des éléments de L qui sont algébriques sur K forme une sous-extension de L/K.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.2.1.6, 'élément S est algébrique sur K («). Le K-espace vectoriel K[a] = K(«)
et le K(a)-espace vectoriel K(a, ) sont de dimension finie. D’aprés le théoréme de la base télescopique, le K-espace
vectoriel K (c, 8) est donc de dimension finie. Comme o — 3, a8~ € K(a, ), les éléments o — 8 et a3~ * sont algébrique
sur K en vertu de la proposition précédente. O

Définition 3.2.1.11. On pose

Q = {z € C; z est algébrique sur Q}.
D’aprés le corollaire qui précéde, c’est un sous-corps de C, qu’on appelle le corps des nombres algébriques.
Proposition 3.2.1.12. Le corps Q est dénombrable.

Démonstration. Si P € Q[X], notons Z(P) = P~'(0) < C P’ensemble des racines de P. Pour d € N, notons &y
I’ensemble des polyndémes unitaires de degré d a coefficients dans Q. Par définition, on a

0

Q=) U zp).

d=1 Pe&y

Comme Q est dénombrable, il en est de méme de £ ~ Q¢. Une union dénombrable d’ensembles dénombrables étant
dénombrable et Z(P) étant fini pour tout P € &4, 'ensemble | J Z(P) est dénombrable pour tout d € N : il en est
Pe&y

donc de méme de Q. O
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Donnons-en quelques propriétés.

Corollaire 3.2.1.13. On a Card(C\Q) = Card(C). En particulier, ’ensemble des nombres complexes transcendants sur
Q est non vide (sa cardinalité est celle de R).

Démonstration. On a : -
Card(C) = Card(R) = 2™ > Card(N) = Card(Q).

On a donc Card(C\Q) = Card(C). O
Remarque 3.2.1.14. Historiquement, I’existence des nombres transcendants a été prouvée différemment.
Théoréme 3.2.1.15 (LIOUVILLE). Soient o € Q n R de degré d > 1 sur Q. Il existe alors une constante c(a) € Rxo telle

que pour tout (p,q) € Z x N~g, on a
c(a)

q

a,2\>
q

Démonstration. Soit a € Nxg le ppcm des dénominateurs de P,,q, on a P = aP, q € Z[X]. C’est le polynéme de
degré d > 1, irréductible sur Q. En particulier, si p € Z et ¢ € N=o, on a P(p/q) # 0. Comme ¢°P(p/q) € Z, on a
l¢*P(p/q)| = 1 et donc |P(a) — P(p/q)| = ¢~ vu que P(a) = 0. La formule de Taylor implique qu’il existe 6 € [a, p/q] tel
que P(a) = P(p/q) = P'(0)(a~—p/q). Sila—p/q| < 1, onadonc |P(a) = P(p/q)| < Mla—p/q| avec M = 1+ max [P'(0)|€

R>1. Avec ce qui précéde, on a donc M|a — p/q| > ¢ ¢ i.e. | —p/q| > ﬁqw Comme M > 1 et ¢ > 1, cette inégalité est
encore valable pour |a — p/q| > 1. On peut donc prendre c(a)) = M1, O

Remarque 3.2.1.16. Le résultat précédent montre que les nombres algébriques s’approchent « mal » par les rationnels.
C’est un des premiers résultats d’approximation diophantienne. Il a été raffiné par Baker de la fagon suivante : pour tout

€ € R-o, il n’y a qu’un nombre fini de rationnels p/q avec p € Z et g € N premiers entre eux tels que |a — g‘ > QQ%. 11

est facile de voir que ce résultat est optimal : pour tout réel z, il y a une infinité de rationnels p/q avec p € Z et g € Nxg
premiers entre eux tels que ‘a — §| > q%.

e8]
Corollaire 3.2.1.17. Le nombre )] l; est transcendant sur Q.
n=0

o0
Démonstration. Posons o = )] ﬁ On a déja o ¢ Q puisque son développement en base 2 n’est pas périodique.
n=0

N
Supposons-le algébrique de degré d > 1. Pour N € N, posons any = D, ﬁ, gy =2V et py = angn € N. D’aprés le

n=

théoréme 3.2.1.15, on a

C(a) <a—QanN = Z L

d n!
qn n>N

! ! —N— . . . 1— !
Pourn > N, on a 2" > 2W+Dion=N=1. on a donc a fortiori % < 2(N1+1)! > 2,L,1N,1 soit encore c(a)2<N+1)' ANt <9,
n>N

9(N+1)1—dN!

Comme c(a) > 0 et A}im (N 4+ 1)! = dN! = +o0, on a ]\%im c(a) = 400, ce qui est absurde : a est donc
—00 —00

transcendant. O

Malheureusement, il est rare qu’on puisse prouver qu’un nombre est transcendant en utilisant le théoréme 3.2.1.15.
Par exemple, on ne peut pas le faire avec e et 7.

3.2.2 Extensions finies, extensions algébriques
Définition 3.2.2.1. Une extension L/K est dite algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur K.
Exemple 3.2.2.2. Les extensions Q/Q et Q(X)[v2]/ Q(X) sont algébriques, mais R/ Q et Q(X)/Q ne le sont pas.

Proposition 3.2.2.3. Les intersections et les composées d’extensions algébriques sont algébriques. Une sous-extension
engendrée par des éléments algébriques est algébrique.

Démonstration. C’est évident pour les intersections et pour les composés, cela résulte du corollaire 3.2.1.10. La derniére
assertion résulte elle aussi du corollaire 3.2.1.10. O

Proposition 3.2.2.4. Une extension L/K est finie si et seulement si elle est algébrique et de type fini.

Démonstration. Si L/K est finie, alors elle est algébrique d’aprés la proposition 3.2.1.8 et de type fini (une partie
génératrice étant donnée par une base du K-espace vectoriel L). Réciproquement, supposons L/K algébrique et de
type fini : on a L = K(ai,...,q,) avec ai,...,aq, algébriques sur K. Ecrivons I = K(a1)(az)--- (o). Pour tout
i€ {1,...,r}, élément «; est algébrique sur K, donc sur K(a1)---(a;—1) (proposition 3.2.1.6) : on a [K(a1) -+ () :
K(a1) -+ (a;—1)] < o0 et donc

[L: K] =][][K(c1)-- (o) : K(an)--- (i1)] < 0.

1=1
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Remarque 3.2.2.5. (1) Plus précisément, on a montré qu’une extension L/K est finie si et seulement si elle est de la
forme L = K(au,...,an) avec au, .. .,an € L algébriques sur K.

(2) Si K est de caractéristique nulle et L/K est finie, on peut montrer qu'’il existe o € L tel que L = K(«) (théoréme de
I’élément primitif).

(3) Une extension algébrique n’est pas nécessairement finie. Par exemple, I’extension Q/ Q est algébrique par définition,
mais pas de degré fini (car n = [Q(¥/2) : Q] < [Q : Q] pour tout n € Nxo).

Exercice 3.2.2.6. Montrer que toute extension algébrique est réunion de ses sous-extensions finies.

Corollaire 3.2.2.7. Soient M /L et L/K deux extensions. L’extension M /K est algébrique si et seulement si M /L et L/K
sont algébriques.

Démonstration. L’'implication directe est évidente, prouvons la réciproque. Soit a € M : I’élément « est algébrique sur
L. Notons L’ le sous-corps de L engendrée par les coefficients de P, 1. Comme L/K est algébrique, L'/K est algébrique
et comme P, a un nombre fini de coefficients non nuls, L'/K est de type fini : I'extension L'/K est donc finie en vertu
de la proposition 3.2.2.4. Comme L'(a) = L'[a] est fini sur L' (proposition 3.2.1.8), Pextension L'(a)/K est finie et «
est algébrique sur K d’aprés la proposition 3.2.1.8. O

Proposition 3.2.2.8. Soient L/K une extension et L1/K, Lo/K deux sous-extensions finies. L’extension L La/K est finie
et [Lle : K] < [L1 : K][LQ : K]

Démonstration. D’aprés la proposition 3.2.2.4, il existe aq,...,a, € L algébriques sur K tels que L, = K(a1,..., ar).
On a LiLs = Li(aa,...,ar) et les inclusions

L1 (e Ll(al) - C Ll(ah...,ar,l) C L1L2.

Pour tout k € {1,...,7}, lélément as est algébrique sur K(a1,...,ax—1) donc a fortiori sur Li(ai,...,ax—1). Par
ailleurs, on a
[Li(aa,...,ak) : Li(aq,...,cp-1)] < [K(a1,...,0k) : K(a1,...,ak-1)]

en vertu de la proposition 3.2.1.6. En multipliant ces inégalités et en utilisant le théoréme de la base télescopique, on
en déduit que [L1L2 : L1] < [L2 : K] : en multipliant par [L1 : K] et en utilisant de nouveau le théoréme de la base
télescopique, il vient [L1Lo : K| < [L1 : K][L2 : K]. O

Remarque 3.2.2.9. (1) Une autre fagon de prouver la proposition 3.2.2.8 est de choisir une base (z;)1<i<n de L1 sur
K et une base (y;)1<j<n de L2 sur K et de montrer que la famille (z;y;)1<i,j<n engendre le K-espace vectoriel L1 Lo
(exercice).

(2) L’inégalité précédente peut étre stricte. C’est trivialement le cas lorsque L1 = Lo # K. Autre exemple (plus instruc-

tif) : K = Q, L = Q(¥/2) et Ly = Q(j ¥/2).

Corollaire 3.2.2.10. Soient L/K une extension et L1, Ly deux sous-extensions finies telles que pged([L1 : K, [L2 : K]) =
1, alors [LlLQ : K] = [L1 : K][LQ : K]

Démonstration. D’apreés le théoréme de la base télescopique, on a [L1 : K| | [L1L2 : K] et [L2 : K| | [L1L2 : K]. Comme
pged([L1 : K], [L2 : K]) = 1, cela implique donc que [L1 : K|[L2 : K] | [L1L2 : K], d’ou [L1L2 : K] = [L1 : K|[L2 : K]
en vertu de la proposition précédente. O

Exercice 3.2.2.11. (1) Calculer les degrés de Q(+v/2, V/2), Q(v/2,v/3), Q(+/2,/3,1/5) sur Q.
(2) Montrer que Q(v2,v/3) = Q(V2 + V/3) et Q(v2,V2) = Q(vV2 + V2).

(3) Soient L/K une extension et L1, L deux sous-extensions algébriques. Montrer que L1 Lo/K est algébrique.

3.2.3 Corps de rupture, corps de décomposition

Définition 3.2.3.1. Soient L/K une extension de corps et P € K[X].

(i) On dit que L est un corps de rupture si L est engendré sur K par une racine de P.

(ii) On dit que P est scindé sur L si ses facteurs irréductibles dans L[X] sont de degré 1.

(iii) On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindé dans L[X] et que L est engendré sur K par
les racines de P.

Exemple 3.2.3.2. (1) C est un corps de rupture (et de décomposition) de X2 + 1 sur R.
(2) Le corps Q(4/2) est un corps de rupture de X* — 2 sur Q, mais ce n’est pas un corps de décomposition, car il ne
contient pas les racines j4/2 et j24/2. Le corps Q(j, ¥/2) est un corps de décomposition.

Proposition 3.2.3.3. Si P € K[X] est irréductible, le corps K[X]/{P(X)) est un corps de rupture de P sur K et tout
corps de rupture de P sur K est isomorphe & K[X]/{(P(X)).

Démonstration. Si X désigne la classe de X dans K[X]/{P(X)), alors P(X) =0 et K[X]/{(P(X)) = K(X). Si L est un
corps de rupture de P sur K, on a L = K(a) et P(«) = 0. Le morphisme evq x: K[X] — L est surjectif et son noyau
contient P, donc égal & (P(X)) (car P est irréductible) : il induit un isomorphisme K[X]/{P(X))> L. O

Corollaire 3.2.3.4. Tout P € K[X] admet un corps de décomposition.
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Démonstration. On procéde par récurrence sur d = deg(P), le cas d = 1 étant évident. Supposons d > 1. Comme
K[X] est factoriel (méme principal), on peut écrire P = P1P» avec P1,P, € K[X] et P irréductible (il suffit de
prendre pour P; 1'un des facteurs irréductibles de P). D’aprés la proposition 3.2.3.3, P; a un corps de rupture K’ sur
K. Dans K'[X], on peut donc écrire P = (X — a1)Q ot a1 € K’ est une racine de P; et K’ = K(a1). On applique
alors I’hypothése de récurrence a Q € K'[X] : il admet un corps de décomposition L. Le polynéme Q est scindé dans
L[X] et L = K'(az2,...,ar) ol az,...,q, sont les racines de ) dans L. Le polynéme P est donc scindé dans L et
L = K(au,...,ar) est engendré sur K par les racines de P. O

Exemple 3.2.3.5. Le polynéme P(X) = X®—2 € Q[X] est irréductible sur Q. Un corps de rupture de P est Q(%/2) c C.
Un corps de décomposition est Q(/2,j¢/2) = Q(j, ¥/2) (notons également que [Q(j, ¥/2) : Q] = 6).

Exercice 3.2.3.6. Si deg(P) = d et L un corps de décomposition de P sur K, on a [L: K| < d!.
L’énoncé suivant est d’un usage constant pour construire des morphismes entre extensions algébriques.

Théoréme 3.2.3.7 (PROLONGEMENT DES ISOMORPHISMES). Soient Li/K7 et La/Ks des extensions, ¢: K1 = Kz un
isomorphisme et P € K;[X] un polynome irréductible. Notons ¢(P) € K>[X] le polynéme irréductible obtenu en
appliquant ¢ aux coefficients de P. Soient o € L1 (resp. 8 € L2) une racine de P (resp. de ¢(P)). Il existe alors un unique
isomorphisme

QZ: Kl(Oc) ;Kz(ﬁ)

qui prolonge ¢ et tel que @(a) = .

Démonstration. On a les isomorphismes :
v Kn[X]/(P(X) = Ki(a) et w20 K2[X]/{p(P)(X)) > K2(B).
Par ailleurs, 'isomorphisme ¢: K; = K5 induit un isomorphisme ¢: Ki[X] = K>[X] et donc un isomorphisme

p: K[ X]/(P(X)) = Ka[ X]/{p(P)(X)).

On a également p: K1[X]| - K2[X] mais K1[X] - K1[X]/P(X)) et K2[X] — K2[X]/{p(P)(X)). L’isomorphisme
cherché est alors le composé

-1
L L
Ki(a) = Ki[X]/(P(X)) =5 K2[X]/{p(P)(X)) = K2(B)
avec @ =1z 0p o7t O
Le théoréme qui précéde nous améne naturellement & la définition suivante.

Définition 3.2.3.8. Soient L/K une extension et «, 3 € L algébriques sur K. On dit que « et 8 sont conjugués sur K
g’ils ont méme polynéme minimal sur K.

Corollaire 3.2.3.9. D’aprés le théoréme 3.2.3.7 o, 8 € L sont conjugués sur K si et seulement s’il existe un K-isomorphisme
o: K(a) > K(B) tel que o(a) = 8.

Corollaire 3.2.3.10. Si P € K[X], deux corps de décomposition de P sur K sont isomorphes comme extensions de K.

Démonstration. On montre I’énoncé plus fort suivant : si p: K1 — K5 est un isomorphisme de corps, P € K1[X] non
constant et Ly (resp. L2) un corps de décomposition de P (resp. de p(P)) sur Ki (resp. sur K»), alors ¢ se prolonge
en un isomorphisme L; = Ly. On procéde par récurrence sur d = deg(P). Si d = 1, il n’y a rien & faire. Si d > 1, soit
a € Ly une racine de P : on a Py k, | P, donc ¢(Pa,k,) est un polynéme irréductible qui divise ¢(P). Soit 5 € La une
racine de ¢(Pq, K, ). D’apres le théoréme 3.2.3.7, I'isomorphisme ¢ se prolonge en un isomorphisme ¢’ : K1(a) = K2(3).
Par ailleurs, on peut écrire P(X) = (X — a)Q(X) avec @ € K1 (a)[X] de degré d — 1. On a p(P)(X) = (X — B)¢(Q)(X)
dans K>(B)[X] : on conclut en appliquant ’hypothése de récurrence a ¢’ et @ (car L; est un corps de décomposition de
P sur Ki(a) et Ly de ¢'(Q) sur K2(f)). O
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3.3 Corps algébriquement clos, cloture algébrique

Définition 3.3.0.1. Soit K un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Tout polynoéme a coefficients dans K est scindé;

(ii) Tout polynome non constant a coefficients dans K admet une racine dans K ;
(iii) K n’a pas d’extension algébrique non triviale.

Si elle sont vérifiées, on dit que K est algébriquement clos.

Théoréme 3.3.0.2 (D’ ALEMBERT-GAUSS). Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P € C[X]\C. On a ‘llirn |P(z)| = +oo. 1l existe donc r € Rxg tel que |z| > r = |P(2)| > |P(0)].
z|—00
On a donc in(fj |P(2)| = ian |P(z)|, avec D, = {z € C; |z| < r}. Comme D, est compact, I'inf est atteint : il existe donc
S z€D,

20 € Dy tel que |P(2)| = |P(20)| pour tout z € C. Supposons P(20) # 0 : quitte & remplacer P(X) par P(20) ' P(X + 20),
on peut supposer que 29 = 0 et que P(0) = 1. On peut donc écrire P(X) =1+ aX"(1+ XQ(X)) avec a € C*, n € N5g
=0

et Q € C[X]. Ecrivons a = pe'® avec p € Rx¢ et § € R et posons z = te' » avect € Ruo : ona P(z) = 1—pt" +0(t"+1)
quand ¢ tend vers 0. Cela implique que |P(z)| < 1 pour ¢ assez petit : contradiction. O

Corollaire 3.3.0.3. Les polyndmes irréductibles dans R[X] sont :
(i) Les polyndmes de degré 1;
(ii) Les trindomes du second degré a discriminant strictement négatif.

Démonstration. Soit P € R[X] irréductible de degré > 1. Comme C est algébriquement clos, P admet une racine a € C.
On a o ¢ R vu que deg(P) > 1. Comme [C : R] = 2, on a nécessairement deg(P) = 2. Par ailleurs, P(a) = P(a) =0 :
comme a # @, on a P(X) = a(X — a)(X — @), dont le discriminant est a*(a — @)? € R<o. O

Définition 3.3.0.4. Soit K un corps. Une cléture algébrique de K est une extension K/K algébrique telle que K est
algébriquement clos.

Proposition 3.3.0.5. Si C/K est une extension avec C algébriquement clos, alors la sous-extension
K = {z€ C; z est algébrique sur K}
est une cloture algébrique de K.

Démonstration. Commencons par remarquer que K /K est algébrique en vertu du corollaire 3.2.1.10. Si L/K une exten-
sion algébrique, alors L/K est algébrique en vertu du corollaire 3.2.2.4 et donc L < K i.e. L = K. O

Exemple 3.3.0.6. La proposition précédente et le fait que C est algébriquement clos impliquent que Q est une cléture
algébrique de Q.

Théoréme 3.3.0.7 (STEINIZ). Tout corps K admet une cloture algébrique. En outre, si K est une cloture algébrique et
si C/K est une extension avec C algébriquement clos, il existe un K-morphisme K — C. En particulier, les clotures
algébriques de K sont deux a deux isomorphes.

Commengons par une construction qui va nous étre utile pour prouver l'existence : soit (Px)xea la famille des
polyndmes irréductibles unitaires de K[X]. Posons A = K[Xx]xea (anneau de polynémes en une infinité de variables)
et notons I 'idéal de A engendré par les éléments Py(X») € A. Supposons I = A : il existe une égalité de la forme

QP (Xy,) =1 ()
i=1
avec A1,..., n € A et Q1,...,Qn € A. Soit L/K une extension telle que le polyndéme Py, admet une racine «;, dans L
pour tout ¢ € {1,...,n} (il suffit d’appliquer n fois la proposition 3.2.3.3). Considérons alors le morphisme d’anneaux

K-linéaire ¢: A — L défini par (X)) = a; si A = \; pour 7 € {1,...,n} et 0 sinon. En appliquant ¢ a 1’égalité (&), il
vient que 0 = 1 ce qui est absurde : I'idéal I est donc strict.

D’aprés le théoréme de Krull, il existe un idéal maximal m de A tel que I < m : posons K= A/m. C’est un corps
et c’est une extension algébrique de K, parce qu’il est engendré sur K par les classes des X pour A € A et qu'on a
Py(X») = 0 dans le quotient K = A/m. Par ailleurs, si P € K[X] est non constant, il admet une racine dans K. En effet,

il existe A € A tel que Py soit un facteur irréductible de P et Py a une racine dans K (la classe de X ).

Démonstration. e Montrons 'existence. On définit par récurrence une suite d’extensions de K de la fagon suivante : on

o0
pose Ko = K et K41 = Kn pour tout n € N. Posons K = U Kn. C’est un corps comme réunion croissante de corps
n=0
et c’est une extension algébrique de K, car pour tout n € N, 'extension K, +1/K, est algébrique d’aprés ce qui précéde
(cf. corollaire 3.2.2.7). Par ailleurs, le corps K est algébriquement clos : si P € K[X], il existe n € N tel que P € K,,[X] :
si P est non constant, il admet une racine dans I?n = Kp+1 et donc dans K.
e Montrons la deuxiéme partie du théoréme : soit C' une extension algébriquement close de K. Notons £ I’ensemble des
K-morphismes f: L — C ot L est une sous-extension de K /K. On I'ordonne en posant

(fi: L1 = C) < (fo: Ly » O) & (L1 < La et far, = f1)
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Il est immeédiat que I’ensemble ordonné (€, <) est inductif : d’aprés le théoréme de Zorn, il admet un élément maximal
fo: Lo — C. Supposons Lo # K. Soit o € K\Lo. Comme C est algébriquement clos, le polynéme fo(Pa,r,) € fo(Lo)
admet une racine § € C. D’aprés le théoréme 3.2.3.7, il existe un unique prolongement

Jfo: Lola] — fo(Lo)[B] = C

de fo tel que fo(a) = (. Mais fo > fo dans £ : contradiction avec la maximalité de fo. On a donc Lo = K, d’ou le
résultat.

e Soit K une autre cloture algebrlque de K. En appliquant ce qui précéde & K et K respectivement, on dispose
de K-morphismes f: K — K et g: K — K. Le composé g o f: K — K est injectif et a pour image une extension
algébriquement close C = K de K. Comme K /K est algébrique, il en est de méme de K /C. Comme C est algébriquement
clos, on a C = K et go f est surjectif. Il en est donc de méme pour ¢, qui est donc un isomorphisme. O

Corollaire 3.3.0.8. Soient L/K une extension algébrique et K une cloture algébrique de K. Il existe alors un K-morphisme
LK.

Démonstration. Soit L une cloture algébrique de L. Comme L/L et L/K sont algébriques, il en est de méme de L/K
(corollaire 3.2.2.7). Cela implique que L est aussi une cloture algébrique de K. D’aprés le théoréme de Steiniz, on dispose
d’un K-morphisme f : L — K. Le composé de ce dernier avec le morphisme structural I — L fournit I'application o
recherchée.

O

Remarque 3.3.0.9. Il résulte du corollaire 3.3.0.8 qu’on peut toujours prolonger une extension L/K dans une cloture algé-
brique de K. Il est donc généralement possible (et commode) de travailler avec des sous-corps d’un corps algébriquement
clos fixé de K : d’aprés ce qui précéde, ce n’est pas une restriction sérieuse.

3.4 Extensions cyclotomiques

Soit n € Nx¢. On pose ¢(n) = Card((Z /nZ)*) (indicatrice d’Euler). On rappelle que si

1 N . N
(on se rameéne facilement au cas ou r = 1

S
Il
_

grace au théoréme des restes chinois). Posons

2ikm

,unz{zEC|zn=1}={e "} .
0<k<n

C’est un sous-groupe cyclique de C*. On a méme un isomorphisme
Z/nZ > g,
k— Ck

Notons u le sous-ensemble de p, constitué des éléments d’ordre n, i.e. des générateurs du groupe pn i.e.

* 2ikm
= e n
Hon 0<k<n

kan=1

(ses éléments sont les racines primitives n-iémes de l’unité). On a méme une bijection
(Z/nZ)" > ui.
On a
pn = | |
d|n
(c’est la partition de p,, suivant I'ordre des éléments). Fixons ¢ € u¥ une racine n-iéme primitive de 'unité. On pose

o,(X)=[](x-¢=[] x-=¢".
cev b

C’est un polyndme de degré ¢(n), unitaire, séparable, a coefficients dans C.
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Exemple 3.4.0.1. On a

By (X) =X —

Pr(X)=X+1

P3(X)=X>+X+1

Py(X)=X>+1
Bs(X)= X"+ X+ X*+ X +1
De(X)=X>—X +1

P (X) =X+ X°+ X"+ X+ X+ X +1
Ps(X) = X*+1

Do(X) = X%+ X3+ 1.
Remarque 3.4.0.2. Contrairement aux apparences, les coefficients des polynémes cyclotomiques ne sont pas tous dans
{0, £1} : par exemple, on a
B105(X) = XU XY x1_ x® x12 oyt x40 x39 , x36

XXM B xP2 . xPl L x?® L x26 x4 x?2 x20 17

XX e XM X X o x? X 2XT XX X X+
Proposition 3.4.0.3. Pour tout n € N~g, on a

X" —1=]]®aX) n=>) e et &,cZ[X].
dn dln

Démonstration. e Les racines du polynoémes X" — 1 dans C sont les éléments de p, et elles sont toutes simples. La
partition des p implique donc que

xt—1=[Jex—-9=T][] x=9=]]@ax).

E€un d|n &EP‘j d|n

L’égalité n = Y ¢(d) se déduit de la précédente en prenant les degrés.
d|n
e Pour voir que ®,, € Z[X], on procéde par récurrence sur n € N5g. Ona ®1(X) = X—1.Sin > let ®y,..., P, € Z[X],
alors Q(X) = [] ®a(X) € Z[X] est unitaire : on dispose de la division euclidienne de X™ — 1 par Q(X) dans Z[X], ce
d|n

d<n
qui montre que ®, € Z[X]. O
Exemple 3.4.0.4. Si p est premier et 7 € N.g, on a &pr(X) = % : on a donc en particulier

O (X)=14+X+---+XxP7!
et Opr(X) = Bp(XP ).
On a vu (cf. exemple 2.7.4.10 (3)) que ®, est irréductible dans Q[X]. C’est un fait général :

Proposition 3.4.0.5. Si n € N-g, le polynome ®,, est irréductible sur Q. En particulier, c¢’est le polynéme minimal de ¢

sur Q.
On va énoncer un lemme avant de démontrer la proposition 3.4.0.5.

Lemme 3.4.0.6. Soient A un anneau factoriel, K = Frac(A) et P,Q € K[X] unitaires tels que PQ € A[X]. On a alors
P,Q e A[X].

Démonstration. Soient a,b e A\{0} tels que aP,bQ € A[X]. D’aprés le lemme 2.7.2.3, on a aP = c(aP)P et bQ = c(bQ)Q
avec P, € A[X] primitifs. Comme P est unitaire, on a c(aP) | a. De méme, on a c(bQ) | b. Par ailleurs, on a
abPQ = c(aP) c(bQ?ﬁ@Net donc ab = c(aP)c(bQ) en prenant le contenu. Cela implique que a et c(aP) sont associés
dans A, donc P = Caf‘Lp)P € A[X] et de méme Q € A[X]. O

Démonstration de la proposition 3.4.0.5. e Soit P le polynéme minimal de ¢ sur Q (comme ( est racine de ®,, € Q[X],
c’est un élément algébrique sur Q). Ecrivons ®,, = PQ avec Q € Q[X]. Remarquons qu’on a en fait P, Q € Z[X] d’aprés
le lemme 3.4.0.6. Il s’agit de montrer que P = ®,,.

e Soit p un entier premier ne divisant pas n. En réduisant modulo p, on a ®, = PQ. Comme p est premier a n, le
polynéme X™ — 1 est séparable (sans facteur carré) sur Fp. Il en est donc de méme du polynéme ®,,, donc des polynémes
P et Q, puis on a pged(P,Q) = 1.

e Comme (? est racine de ®,, (car p { n), c’est une racine de P ou de Q. Supposons que ce soit une racine de @, alors
¢ est racine de Q(XP) et P divise Q(XP). En réduisant modulo p, on a P | Q(X?) = Q°, ce qui est impossible vu que
pgcd(P, Q) = 1. L’élément (P est donc racine de P.

e Comme toute racine n-iéme primitive de l'unité est de la forme ¢?'P2"P" avec pi,...,p, des nombres premiers (pas
forcément distincts) ne divisant pas n, on en déduit que toute les racines n-iémes primitives de 'unité sont racines de P
i.e. que @, | P. On a bien P = @,,. O
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3.5 Corps finis

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps fini.

3.5.1 Propriétés de base

Proposition 3.5.1.1. (i) p := car(K) est un nombre premier ;
(i) on a #K = p? avec d € N=o.

Démonstration. (i) Cela résulte de la proposition 3.1.0.4.
(ii) D’aprés (i), K est une extension de F), := Z /pZ et d := [K : F,] < +0. On a K ~ FJ vu comme F,-espace vectoriel
et donc #K = p?. O

Contrairement & nos conventions, on ne va pas supposer les anneaux commutatifs a priori dans I’énoncé suivant.
Théoréme 3.5.1.2 (WEDDERBURN). Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. On fait agir K* sur lui-méme par conjugaison. Pour x € K*, on pose K, = {y € K; xy = yzx} : c’est
un sous-corps de K et si z # 0, le groupe K est le stabilisateur de x dans K*. On note F = (| K, le centre de K.

zeK X
Soit g sont cardinal. Pour z € K, on a F' ¢ K, de sorte que K, soit un F-espace vectoriel, nécessairement de dimension

fini vu que K est fini. Si d, = dimp(K,), on a #K, = ¢%. Soient {x1,...,2,} < K* une famille de représentants des
orbites non ponctuelles de K* : on a la partition

T
K*=F*u U{y_lmiy; ye K*}
i=1

(I'union est bien disjointe). Comme {y~ &y} e ~ K* /K. (relation orbite-stabilisateur), 'équation aux classes s’écrit

donc a4
g —1
¢ —l=q-1+) ‘o
i T
ot d = dimp(K) et d; = dg, pour i € {1,...,r}. Supposons K non commutatif, c’est-a-dire d > 1. Pour tout ¢ diviseur
de d, on a ®4(X) %, donc ®4(q) | ;;%:11 pour tout 7 € {1,...,7}. On a donc ?d(q) | ¢ — 1 en vertu de 1’équation
aux classes. On a donc [Ba(q)| = [] J¢—¢% > (g—1)*“D > ¢g—1 (avec ¢ = T e C), ce qui contredit le fait que
1<j<d
pged(j,d)=1
Pa(q) | q—1. O

3.5.2 Existence et unicité des corps finis

On a vu que si K est un corps fini, alors #K est une puissance d’un nombre premier. Nous allons voir que récipro-
quement, si p est un nombre premier et d € No, alors il existe un corps de cardinal p¢, unique & isomorphisme prés. On
va utiliser les deux lemmes suivants.

Lemme 3.5.2.1. Soient A un anneau commutatif de caractéristique p et a,be A. On a

(a +b)" =a” +b".

P
Démonstration. Comme a et b commutent, on a (a + b)? = ] (I;)akbpflc (bindbme de Newton). Si 1 < k < p, on a

D | (Z) : comme A est de caractéristique p, I'image de (i) dans A est donc nulle et (a + b)? = aP + bP. O
Remarque 3.5.2.2. Bien entendu, il est important de supposer A commutatif et p premier.

Définition 3.5.2.3. Soient F' un corps et P € F[X]. On dit que P est séparable si ses racines (prises dans une cloture
algébrique de F') sont simples.

Lemme 3.5.2.4. Si F est un corps, un polyndme P € F[X] est séparable si et seulement si pged(P, P’) = 1 (ou P’
désigne le polynome dérivé).

Démonstration. Soient F une cloture algébrique de F' et o € F une racine de P : on peut écrire P(X) = (X —a)"Q(X)
avec m € Nxo (c’est la multiplicité de o) et Q € F[X] tel que Q(a) # 0. En dérivant, il vient

P'(X) = m(X —a)" 7' Q(X) + (X —a)"Q'(X) = (X — )" (mQ(X) + (X — )@ (X))

Si P est séparable, on a m = 1, donc P'(a) = Q(a) # 0, donc X — a | pged(P, P’) : comme c’est vrai pour toute
racine a de P, cela implique que pged(P, P') = 1. Si P n’est pas séparable, on peut choisir « telle que m > 1, alors
X — a | pged(P, P') et pged(P, P') # 1 : par contraposée, on a la réciproque. O

Remarque 3.5.2.5. Si car(F) = p > 0, il faut prendre garde au phénomeéne suivant. Le polynome dérivé de X? est
pXP~! = 0 : des polynémes non constants peuvent avoir une dérivée nulle. Plus précisément, les polynémes de dérivée
nulle sont ceux de la forme Q(X?) avec Q € F[X] (exercice).
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Exercice 3.5.2.6. (1) Soit P € F[X] un polynéme irréductible. Montrer que P est séparable si et seulement si P’ # 0.
En déduire que tout polyndme irréductible est séparable lorsque car(F') = 0.

(2) Soient p un nombre premier, X et T' deux indéterminées. Posons F' = F,(T"). Montrer que le polynéme P(X) = X?—-T
est irréductible dans F[X], mais pas séparable. (Indication : X — T = (X — T'/P)?.)

Théoréme 3.5.2.7. Soient p un nombre premier, d € Nxg et ¢ = p.

(i) 11 existe un corps a g éléments;

ii) Tout corps a g éléments est un corps de décomposition du polynéme — X sur F,,. En particulier, deux corps a ¢
ii) Tout a q élé ts est de dé ition d lynéme X7 — X F,. E ticulier, d A
éléments sont isomorphes.

Démonstration. (ii) Commengons par l'unicité : soit K un corps de cardinal ¢g. Le groupe K* est d’ordre ¢ — 1 : si
ae K* onaa? ! =1 (théoréme de Lagrange), donc a? = a. C’est encore vrai lorsque o = 0. Il en résulte que les
éléments de K sont tous des racines du polynéome X — X : ce dernier est scindé dans K, a racines simples. Cela montre
que K est un corps de décomposition de X9 — X sur F,,.

(i) Montrons V'existence : soit K un corps de décomposition de P(X) := X? — X sur F, : c’est une extension finie de
F,, donc un corps fini. Soit Z := {a € K | a? = a} I'ensemble des racines de P. Comme P’'(X) = —1, le polynéme P
est séparable : on a #Z = q. D’aprés le lemme 3.5.2.1, Z est un sous-anneau de K. C’est donc un sous-corps de K (si
ae Z\{0}, on a a?"! = 1). Par définition d’un corps de décomposition, on a donc Z = K et #K = q. O

Dans la pratique, on fixe une cloture algébrique F, de F, et on pose
F,={aeF,; a’=a}.

Corollaire 3.5.2.8. (i) F, est 'unique sous-corps de cardinal ¢ dans F;
(ii) Ona: Fa C Fpn & d | n;
(iii) On a également : Foa nFpn = F pgcaqan) ;

o ©
(iv) On a enfin : F, = | Fpn.

n=1

Démonstration. Le point (i) résulte du théoréme précédent. On a [Fq : Fy] =d et [Fpn : Fy] =n :si Fa c Fyn, on a
n = d[Fpn : F a] et d | n. Réciproquement, si d | n et « € F a, on a o’ = a, donc o = pour tout k € N et donc
o' = a i.e. @ € Fpn : cela montre (ii). Le point (iii) en découle et (iv) résulte de (i) et de la définition d’une cloture
algébrique. O

Remarque 3.5.2.9. (1) On n’a pas Fpn = Z /p" Z dés que n > 1 (anneau Z /p" Z n’est pas réduit si n > 1). De méme,
on a Fyn S5 F) en tant que Fp-espace vectoriel, mais pas en tant qu'anneau si n > 1 (I'anneau produit Fj n’est pas
intégre si n > 1).

(2) On a F4 ¢ Fg (en fait on a Fs nFg = Fa).

Exercice 3.5.2.10. Montrer que Y, « = 0. Plus généralement, calculer les polynémes symétriques élémentaires en les
a€eFy

q élements de F,. Calculer la somme Y. oF pour tout k € Nxg.
a€eF g

3.5.3 Structure du groupe multiplicatif

Commencons par rappeler le résultat classique suivant.

Lemme 3.5.3.1. Soit G un groupe abélien (noté multiplicativement).

(i) Soient z € G d’ordre n et y € G d’ordre m avec pged(n,m) = 1. L’élément zy est d’ordre nm.

(ii) Supposons G fini et notons d le ppcm des ordres des éléments de G (on appelle d ’exposant de G). Le groupe G
contient un élément d’ordre d.

Démonstration. (i) On a déja (zy)"™ = (z™)™(y™)" = 1. Par ailleurs, si (zy)* = 1, alors a fortiori (zy)™ = 2™ =1

et donc n | mk. Comme pged(n,m) =1, on a n | k. De méme, on a m | k (en échangeant les roles de = et de y) et donc

nm = ppecm(n, m) | k. Ainsi, zy est d’ordre nm.

(ii) Ecrivons la décomposition de d en facteurs premiers : d = [] pS** avec a; € N>g pour i € {1,...,r}. Comme d est le
i=1

ppcm des ordres des éléments de G, pour tout ¢ € {1, ..., 7}, il existe x; € G d’ordre divisible par p$*. Quitte a remplacer
x; par une puissance convenable de z;, on peut supposer que x; est exactement d’ordre pj¢. L’élément = z122 -+ -z, € G
est alors d’ordre d d’aprés (i). O

Théoréme 3.5.3.2. Si F est un corps et G un sous-groupe fini de F'*, alors G est cyclique.

Démonstration. Soit d Pexposant de G : par définition, les éléments de G sont racines du polynéome X — 1. Ce dernier
a au plus d racines dans le corps F' : on a #G < d. D’aprés le lemme 3.5.3.1, G contient un élément x d’ordre d : on a
#G = d, donc #G = d et G = {x) est cyclique. O

En particulier, on a :
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Corollaire 3.5.3.3. Le groupe K~ est cyclique.

Corollaire 3.5.3.4 (THEOREME DE L’ELEMENT PRIMITIF POUR UN CORPS FINI). Si car(K) = p, il existe o € K tel que
K =Fp(a).

Démonstration. Si () = K*, alors K* = {1,,...,a%?}, donc Fp(a) c K = {0,1,q,...,a7 %} < Fp(a). O

Dans la pratique, si p est premier et d € N, pour construire et manipuler le corps F,q, on le présente sous la forme
F,[X]/(P(X)) avec P € F,[X] irréductible de degré d.

D’aprés le théoréme 3.5.2.7 et le corollaire 3.5.3.4, c’est toujours possible et le résultat ne dépend pas & isomorphisme
prés du choix de P. Dans le quotient F,[X]/(P(X)), on dispose de la base canonique (1, X, X, .. ,Yd_l) : on peut
représenter les éléments dans cette base. Il est alors trés facile de les additionner, un peu plus délicat de les multiplier (il
faut multiplier des représentants et prendre le reste de la division euclidienne par P).

Exemple 3.5.3.5. (1) On a Fy ~ Fo[X]/{X? + X + 1);
(2) On a aussi Fs ~ Fo[X]/(X? + X + 1) ~ Fo[X]/(X? + X% + 1).

Exercice 3.5.3.6. Soient ¢ une puissance d’un nombre premier et n € N~ (. Posons
p: Fgn — Fyn
a— al

(1) Montrer que ¢ € Aut(Fyn /F4) (le groupe des automorphismes de l'extension Fgn /Fy).

Solution : Comme on est en caractéristique p, ’application = — x? est un morphisme d’anneaux : il en est de méme de
, qui est son itérée a-iéme si ¢ = p®. Etant un morphisme de corps, ¢ est injectif. C’est un isomorphisme par cardinalité.
Par ailleurs, il induit l'identité sur F, (les éléments de F, sont précisément les éléments x € Fgn tels que 27 = x)
(2) Soient P € Fy[X] de degré d, irréductible dans Fy[X] et o € Fyn une racine de P. Montrer que les racines de P sont
{¢"(a)}o<k<a (et donc P est scindé dans Fa < Fn).

Solution : Commencons par observer que comme P est irréductible de degré d sur Fy, on a [Fy(a) : Fq] = d : cela

d—1
implique que Fy(a) = F,a. On a donc o = aie % () = . Posons Q = [ (X — ¢"*()) € Fa[X]. On a alors
k=0

P(Q) = (X = p(@))(X = *()) - (X = " (@) (X = ¢"(@))
= (X = p(@)(X = ¢*(@)) - (X =" H(a))(X —a)
=qQ
ce qui montre que les coefficients de @ appartiennent & {x € F a; o(z)} = Fy i.e. Q € Fy[X]. Comme Q(a) = 0, on a
P | Q (parce que, étant irréductible sur Fy, le polynome P est le polynéme minimal de a sur Fy). On a donc P = ¢@Q ou

c est le coefficient dominant de P, pour des raisons de degré.
(3) Montrer que ’application

Z /nZ — Aut(Fgn /Fy)
k— tpk

est un isomorphisme de groupes (indication : pour la surjectivité, appliquer (2) & « tel que Fgn = Fo(a)).

Solution : L’application Z — Aut(Fgn /Fy); k — ¢* est un morphisme de groupes. Son noyau est ’ensemble des
k € Z tels que o* = Idp . i.e. tels que 2 =z pour tout x € Fyn. Or {z € Fy; 2" = z} = F . @ la condition qui
préceéde équivaut & Fgn < F . Comme on I'a déja vu, cela équivaut & n | k. Le noyau du morphisme est donc nZ : il
se factorise en un morphisme de groupes injectif Z /nZ — Aut(Fg» /F,;). Montrons qu'il est surjectif. Choisissons un
élément primitif o de 'extension Fgn /F, et notons P son polynéme minimal sur Fq. Soit f € Aut(Fg» /Fy). Comme
P est a coefficients dans Fy et f induit l'identité sur Fg, on a P(f(«)) = f(P(a)) = 0 i.e. f(a) est une racine de P.
D’aprés la question (2), il existe k € {0,...,n — 1} tel que f(a) = ¢*(a). Cela implique que f et ¢* coincident sur F, et
en « : comme Fgn = Fy(a), ils sont égaux, ce qui conclut.
(4) Montrer que les applications

{sous-extension de Fyn /F,} < {sous-groupes de Aut(Fs~ /F;)}
F — {o’ € Aut(Fqn/Fq); olF = |dF}
{a€eFen; (Voe H)ola)=a}—H
sont des bijections décroissantes inverses 'une de 'autre.
Solution : Les applications sont bien définies et clairement décroissantes pour 'inclusion. Soit F' une sous-extension
de Fyn /Fy :on a F = Fa avec d | n. Le sous-groupe H = {0 € Aut(Fyn /F,); op = Idr} est alors le sous-groupe
engendré par p? (ce n’est que la question (3) appliquée a F,a ala place de Fy). On a alors

{(z€Fgn; (YoeH)o(w) =} = {z e Fyn; ¢'x) =2} = {w e Fyn; 2% =2} =Fpu = F.

De méme, soit H un sous-groupe de Aut(F,~» /F;). Comme on ’a vu dans la question (3), ce dernier est cyclique d’ordre
n, engendré par . On connait les sous-groupes de Z /nZ : ce sont les dZ /nZ avec d | n. 1l existe donc d | n tel que
H = (") < {p) = Aut(Fgn /F,). On a alors F := {zx € Fgn; (Vo € H) o(z) = 2} = F_a comme on I'a vu ci-dessus
et {0 € Aut(Fgn /Fy); op = ldr} = (p?) < (p) = H (la encore, on I'a vu ci-dessus). Finalement, on a montré qu’en
composant les deux applications dans les deux sens, on obtient I'identité : ce sont des bijections inverses 'une de I'autre.



Structures algébriques 2, Licence 3*™° année 53

3.6 Extensions quadratiques

Soit K un corps.
Définition 3.6.0.1. Une extension de K est dite quadratique si elle est de degré 2.

Proposition 3.6.0.2. Si car(K) # 2 et si L/K est une extension quadratique, il existe o € L\K tel que L = K(«a) et
a® € K (i.e. L s’obtient a partir de K par adjonction d’une racine carrée). Si en outre L = K(B) avec 5% € K, il existe
ce K* tel que 8 = ca.

Démonstration. e Soit g € L\K : comme [L: K] =2,0na L = K(ao) et ag est de degré 2 sur K. Soit X +aX +b son
polynoéme minimal : comme car(K) # 2, on peut écrire (ao + %)2 +b— % = 0. On adonc o? € K avec oo = ap + s€L.
Comme % € K, on a aussi K(a) = K(ao) = L.

e Ecrivons 8 = ca + d avec ¢,d € K. Comme 8 ¢ K, on a ¢ # 0. Par ailleurs, on a 8% = ¢*a? + d* + 2cda. Comme (1, o)
est une K-base de L et 8% € K, on a 2cd = 0. Comme car(K) # 2 et ce K*, cela implique d = 0, donc 8 = ca. O

3.7 Application aux constructions a la régle et au compas

Soit £ le plan affine euclidien. On s’intéresse au probléme suivant. Etant données deux points Py, P; € & distincts,
quels sont les points P € & qu’on peut construire avec une régle non graduée et un compas ?
Il s’agit des points P € & tels qu’il existe une suite Py, Pi,..., Pn_1, P, = P telle que pour tout i € {2,...,7}, le
point P; s’obtient a partir de
éai = {‘Po7 Pl, ey Pifl}

en effectuant 'une des deux opérations suivantes.

e tracer une droite passant par deux points de & ;

e tracer un cercle centré en un point de &; et passant par un point de &; ;
et en prenant l'intersection des figures ainsi obtenues.

Remarquons déja que si D est une droite et P un point (qui peut appartenir & D) on sait construire la perpendiculaire
a D qui passe par P et donc la projection de P sur D. Par ailleurs, en itérant cette opération, on sait construire la paralléle
a D passant par P.

T
@ /’ - \
\ A .
\ P | e
aa \
s P — T
- /R‘ ~ | e \I
P ® o, ,-’f \‘ o/
N L / \_>’
/' D ‘ o D
—] e
L L
Définition 3.7.0.1. Ainsi, on peut construire la perpendiculaire A’ & A := (P, P1) passant par Py. Cela nous donne

un repére : si P est un point de &2, on peut construire ses projections sur A et A’. Cela permet de décrire les points
constructibles par leurs coordonnées (la longueur Py P; étant I'unité). Tout le probléme consiste donc a déterminer quelles
sont les nombres réels qui sont coordonnées de points constructibles. On appelle ces réels les nombres constructibles.

Proposition 3.7.0.2. L’ensemble des nombres constructibles est un sous-corps de R.

Démonstration. Comme on peut reporter des longueurs avec le compas, il est clair que la somme et la différence de deux
nombres constructibles est encore constructible. Il s’agit de prouver qu’on peut construire le produit de deux nombres
constructibles, ainsi que I'inverse d’un nombre constructible non nul. Cela s’appuie sur le théoréme de Thalés.

< oab -
P

Remarque 3.7.0.3. Rappelons que la bissectrice de deux droites de & est constructible a la régle et au compas :
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Proposition 3.7.0.4. Soit x € R. L’élément = est constructible si et seulement si il existe une suite d’extensions Q =
Koyc K1 c---c K, telle que z € K, et [K; : K;—1] = 2 pour tout i € {1,...,r}. En particulier, il est nécessaire (mais
pas suffisant en général) que [Q(x) : Q] soit une puissance de 2.

Démonstration. Soit K/Q une extension constituée de nombres constructibles.
e Les droites (resp. les cercles) que l'on peut tracer a partir des points de & correspondants on des équations de la forme

ar+ Py +v=0 (resp. z° +4° + az + By + v = 0).
Les points d’intersections des objets ainsi construits sont solutions de systémes linéaires ou de la forme

ax + By + v =0
P+ +ar+By+y =0

(le cas d’une intersection de deux cercles se ramenant a ce dernier systéme car la différence de deux équations de cercles
donne une équation de droite). Par élimination, leurs coordonnées sont solutions d’équations du premier ou deuxiéme
degré. Elles engendrent donc une extension de K de degré 1 (auquel cas K ne change pas) ou 2.

e Réciproquement, si L est une extension quadratique réelle de K, il existe a € L\K tel que a := o> e K :ona
L = K(+1/a) et il s’agit de voir que a = 1/a est constructible. Cela résulte de la construction suivante.

Comme a est constructible, il en est de méme de “gl et ¢t On trace la perpendiculaire & (OP) d’abscisse 252

et le
2 2
cercle de centre O et de rayon “;1. Leurs points d’intersection ont pour coordonnées ++/a. O

Corollaire 3.7.0.5. Les problémes suivants ne peuvent pas se résoudre a la régle et au compas :

(i) La quadrature du cercle (i.e. étant donnée un cercle, construire un carré de méme aire), ceci parce que 7 est trans-
cendant.

(ii) Doubler le volume d’un cube (i.e. étant donné un cube, construire un cube de volume double - c’est dans 'espace et
non le plan -), ceci parce que [Q(V/2) : Q] = 3.

(iii) La trisection de langle (sauf pour des angles particuliers bien str). En effet, en vertu de la formule cos(36) =
4 cos3(0) — 3 cos(0), cela revient a construire une racine du polynéme 4X3 —3X — o pour a € R constructible, mais cela
définit des éléments de degré 3 sur Q(a) en général.

Corollaire 3.7.0.6. Soit p un nombre premier impair. Pour que le polygone régulier & p cotés soit constructible, il faut
que p = 2% +1 avec r € Nxg (un tel nombre s’appelle un nombre premier de Fermat).

Démonstration. 1l s’agit de construire les racines p-iémes de 'unité. Le polyndéme correspondant est le p-iéme polynoéme
cyclotomique ®,(X) = XP~' 4+ XP72 ...+ X 1. Tl est irréductible et Pextension correspondante est de degré o(p) = p—1:
il est donc nécessaire que p — 1 soit une puissance de 2. Supposons p = 2" + 1. Si n n’est pas une puissance de 2, on a
n = uv avec u impair et alors p = 2" +1 = (2" + 1)(2”<u71> —vw=) v g 1) ce qui contredit le fait que p est
premier. On a donc n = 2" avec r € N~g. O

Remarque 3.7.0.7. (1) Le corollaire 3.7.0.6 fournit une condition nécessaire. En fait, elle est suffisante (mais il est utile de
connaitre la théorie de Galois, qui sera vue en M1, pour le prouver). Pour r = 0,1, 2, 3, on obtient les nombres premiers
3,5,17 et 257 respectivement. Pour p = 17, la construction a été donnée par Gauss en 1796 (a I’age de 19 ans...).

(2) Tout point du plan constructible a la régle et au compas peut étre construit en utilisant le compas seul (théoréme de
Mohr-Mascheroni).

(3) Tout point du plan constructible a la régle et au compas peut &tre construit a la régle seule & condition que soit
donné un cercle et son centre (théoréme de Poncelet-Steiner).
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Exemple 3.7.0.8 (CONSTRUCTION DU PENTAGONE D’APRES PTOLEMEE). Posons ¢ = e 5" . 1l s’agit de construire le point
¢ =cos (%) +isin (2F), soit encore le reelfy = cos( ). Comme C#1 et €=+ +¢4+¢+1)=¢"-1=0,0ona
P4+ +C¢+1=0.MaisC® =e 8 =75 fg et( e = :on adonc (C2+22)+(§+Z)+1 =0i.e.
2cos () +2cos () +1 = 0. Comme cos (1) = 2cos” (25) —1 (car cos(20) = 2cos*(#)—1), on a donc (27)*+(27)—1 =
0. Les racines du polynéme X? + X — 1 étant H‘f et comme v > 0 (car 2* € ]0, 2[), onay = #.

Soient O et Ay deux points distincts du plan . Construisons le pentagone régulier de centre O et qui admet Ag
comme sommet. On prend la droite (OAg) comme axe des abscisses et longueur O Ay comme unité. Il s’agit de construire
les points A, Az, Az et A4 de coordonnées respectives ¢, ¢2, 3 et ¢t

On commence par tracer la droite (OAp) et la perpendiculaire A & (OAg) en O. On trace ensuite le cercle (%) de
centre O qui passe par Ag. Il recoupe la droite (OAg) en B et coupe A en C. Notons I le milieu du segment [OB]
(on peut construire la médiatrice de [OB]) Le cercle de centre I et de rayon [IC] coupe le segment [OAg] au point J.

Comme I est d’abscisse —%, on a IC' = % (Pythagore) et OJ = = 27. La médiatrice du segment [OJ] coupe
donc (%) en Ay et A4. Le cercle de centre A1 (resp. A4) et de rayon [Ale] (resp. [A4Ag]) recoupe le cercle (¢) en A
(resp. As), ce qui achéve la construction.

Exercice 3.7.0.9. Montrer qu’un polygone régulier a n cotés peut étre construit a la régle et au compas si et seulement
si n se décompose sous la forme n = 2Fp; -+ p, o k € N et py, ..., p, sont des nombres premiers de Fermat distincts.
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